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Vorwort zur ersten Auflage. 



Mehrseitig, sowohl mUndlich, brieflich, als aucii utfentlich dazu 
aufgefordert, übergebe ich hiemit dem Publieom die von mir 
yerlangte Emleitong in die Infinitenmal-Recfanmig. 

Wie der Titel besagt, ist diese Arbeit fttr Anfftnger und 
zum Selbstunterricht bestimmt und, wie ich es lur angeuK^sen 
hielt, auf die Theorie der Beihea gegründet , weil diese mtere 
Methode nicht allein von den ersten Anftngem viel leiehter zu 
fassen ist, sondern auch natürlicher seheint. Ich folge hierin 
nicht aliem meiner eigenen Ansicht, als vielmehr noch dem 
Urtheil eines Mannes, Hansen, der, wie er diters bewiesen 
bat, das Newton ^sehe Riesenschwert, wie Wh e well die 
InüniLesimal- Rechnung nennt, wohl zu heben uad zu fuhren 
weis». 

Cauchy's dassisches Werk ist nicht für den AnlKnger 
and zum Selbstunterricht, sondern nur fttr Leser geschrieben, 
welche mit der Infniitesimal- Rechnung bereits schon vertraut 
sind. Um sich von der völligen Richtigkeit dieser Behauptung zu 
überzeugen, braucht man nur Cauchj'^s Werk: «JiefQiis de osknil 
difl&rentiel et de cakml integral, r^dig^es par IL rAbbtf VoigiiOb'* 
in die Hand zu nehmen. 

Hamburg, im Juni 1855. 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 



LPie auf dem Titelblatt eTwtflmte YerbeBBerung dieser neuen 

Auflage besteht hauptsächlich in der Ausmerzung der Druckfehler 
und die erwähnte Vermehrung in dem Versuch einer Metaphysik 
des unendlich Kleinen, um der nisprUnglichen Leibnits'sehen 
InfiniteBimalmethode nxtTa Neue wieder Geltung und Eingang ssu 
▼erschatfen. Die sogenannte Grenzmethode ist jedoch unverändert 
beibehalten und ist somit dem Leser ganz überlassen, für 
welche dieser beiden Methoden er sich am meisten interessiren will. 

Altona, im November 1861. 

Lübsen. 
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£rster Xlteil. 



D if f er ential - Re chnung. 



„Ich sehe mit Bewunderung ttndKntaniMB dt« FhieUbkr» 

keit dieser Wissenschaft. Nach «reicher Seite ich rueihea 
niick richte, entdecke ich neue Anwendungen dert-elbeii. 
leb erkenne in üu einen Fortg&ug und eine Speculation^ 
dte in*» UimidlldM mkrt.** Hufghen«. 



Emleitung. 

L 

Keine der maÜieiiiatiflcheD WisseDSchaften hat den Anilüngem 
80 viele Schwierigkeiten und Dunkelheiten bereitet und so viele 
gelehrte Streitigkeiten über ihre Evidenz veranlasst, als die von 
den grossen Denkern Newton und Leibnitz erfundene Diffe- 
rential« und IntegraURechnung^ oder, wie man beide auch wohl 
mit einem einziia'en Namen zu benennen pllegt, als die Aualysis 
des Uiit'iullic'heii (iiiliuitt'siimtlret'liiiiing), die hr»chs((' und schönste 
der gesamiiilen iiiathcnuitisflit ü Wisseiischafteo, aber in der Thnt 
auch die schweröte, sowohl zu lehren als zu lernen, was Bclion 
daraus folgt, dass von zehn, die sie studiren, kaum einer sie 
verstehen und noch viel weniger sie selbststündig anwenden lernt. 

% 

In der Einleitung zur Trigonometrie haben wir hervorgehoben, 
welche Umstände diese Wissenschaft angeregt, nftmlich: das 
practische Bedttrfniss, aus den in Zahlen gegebenen Stücken eines 

LttbMii, InflnitMliMl-Bednniig. i 
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Dreiecks die dadurch bestimmten möglichst genau bu finden, 
was der Geometrie allein nicht möglich ist. Der pythagoräische 

Lehrsatz und die Tlieorie über Aehnlichkeit der Dreiecke bilden 
oft'enbar das FiiiKidiment der Trigonometrie. Aber die Trigono- 
metrie, obgleich auf jenem Fundamente sich stuizend, bildet doch 
eine ganz besondere Wissenschaft für sich, durchaus versciiieden 
von den beiden Wissensehalten Geometrie und Arithmetik, worin 
sie ihre Wurzeln hat. Denn ein neuer Grundgedanke musste, 
wenn diese neue Wissenschaft entstehen sollte, durchaus erst 
gefasst werden, nämlich der der trigonometrischen Functionen, 
mithin auch ganz neue Begriffe, Zeichen und Kunstwörter ge- 
bildet werden. Daher auch — weil der Uebergang von derCko- 
metrie zur Trigonometrie nicht allmfthlig, sondern gleichsam durch 
einen Sprung geschieht — die ani^ngliche Fremdartigkeit und 
Schwierigkeit, welche die Trigonomeirie für den ersten Anflbiger 
zu haben pflegt. 

a 

Von der Trigonometrie zur hidicrn Geometrie findet ebenfalls 
kein allmahliger Uebergang Statt. Auch hier wird der Anfiinger 
plötzlich in ein ganz fremdes Gebiet versetzt. Nur ein ganz 
neuer, YOn einem grossen Genie gefasster Grundgedanke konnte 
diese neue Wissenschaft begründen. Die für den ersten Augen- 
blick ganz unlogisch scheinende Vorstellung: die rftumlichen 
Grössen arithmetisch (durch Zahlen) aufzufassen, muss den An- 
fänger sehr befremden. Hierzu kommen nun die neuen Begriffe ron 
stetigen und unstetigen Functionen veränderlicher Grössen etc. 

Ebenso verhält es sich nun mit der Infinitesimalrechnung. 
W^iederum ein neuer Grundgeduiike hat diese neue Wis«enschafl 
hervorgerufen und es ist hier noch viel schwerer sich mit den 
neuen Begriffen vertraut zu machen und mlIi un die neuen Zeichcii 
und Kunstwörter zu gewöhnen. Dessen ungeachtet wollen wir 
versuchen, den Leser, so wie in die vorhergehenden mathe- 
matischen Wissenschalten, auch in dieses neue Oebiet der Mathe- 
matik einzuführen und ihn allmählig an das neue Licht zu ge- 
wöhnen, welches in der ganzen Ffüle, wie es aus den Häuptern 
der ersten Erfinder hervorbrach, ihn blenden wttrde. Bei diesem 
unsern Versuche müssen wir aber die analytische Geometrie und 
die Analysis als bekannt voraussetzen. 
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Oleich nadidem Cartesius zuvor gezeigt hatte, wie die 

ebenen iäumiichen Gestalten durch Functionen zweier veränder- 
lichen Grössen (Abscisse und Ordinate) arithmetisch aufgefasst 
werden können und umgekehrt, wenn eine solche Functioii 
gegeben wird, die darin enthaltene Gestalt darnach eonstruirt 
werden kann, mufiste man auch bald auf den sehr nahe liegenden 
Gedanken kommen: dass in einer solchen Function einer räum* 
liehen Grösse nothwendig auch schon alle Eigenschaften der- 
selben enthalten, und dass die Möglichkeit Torhanden sein müsee, 
dieae Eigenschaften aus der Function selbst abzuleiten, z. B. die 
Lage und Grösse der Tangente, Nonnale etc. für einen bestimmten 
Punct; die Stellen, wo eine krumme Linie sich wendet, Ton 
GoneavitSt in ConTCxitSt oder umgekehrt übergeht; die Puncie, 
wo die Ordinate ihr Maximum oder Minimum erreicht, ferner 
die Länge und Fläche einer krummen Linie fiir eine gegebene 
Abscisse etc. 

6. 

Aber keines dieser Probleme konnte durch die ji;ewöhnliche 
Algebra gelösH werden. Man fühlte, <ias8 dazu erst eine ganz 
neue Art Aualjsis, die Infinitesimalrechnung, erfunden werden 
mttsse. Denn diese erwähnten Probleme und namentlich das 
erste: die Lage der durch einen bestimmten Punct gedachten 
BertthnmgsUnie aus der Gleichung der Cunre zu bestimmen, sind 
es grade, welche die Erfindung der Diflferentialrechnung veian- 
lasst bftben. Denn, dass die Methode, nach welcher wir in der 
analTtisehen Geometrie an die eogenannten Kegelschnitte Bertth- 
rungslinien gezogen haben, nur auf diese, nämlich auf krumme 
Linien zweiten Grades und auf keine höhern Grades anwendbar 
ist, ist yon selbst klar. 

7. 

Um nun zu zeigen, wie Leibnitz und Newton sich hier 
dureh die Erfindung ihrer neuen Wissenschaft, die Infinitesimal- 
rechnung, neue Bahn brachen und zugleich die allm&blige Ent- 
stehung dieser Wissenschaft, ihr Hervorkriechen ans <4em Ei, 
unverhüllt darzulegen und dadurch den Anfönger an dem Yer* 
gnflgen des Schaffens und Selbsterfindens Theil nehmen zu lassen, 
wollen wir, der geschichtlichen Entwickelung dieser Wissenschaft 
folgend, das erste Problem vorlegen, weldhes sie, wie gesagt, 
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veranlasst hat, nämlich das Problem der Tangentenziehung, und 
sehen, auf welche sinnreiche Weise zunächst dieses gelös't wurde. 



Sei deshalb: 



y = — -2a;« + 3a; + 5 
6 



die Gleichung einer krummen Linie, der Bogen HMG ein Stück 
derselben,*) und die Aufgabe: durch einen bestimmten, durch 
seine Coordinaten AP = a?, MP = y gegebenen Punct, M, eine Be- 
rührungslinie an dieselbe zu ziehen, d. h. die Neigung (r) der- 
selben gegen die Abscisseiilinie zu linden, woraus sich dann das 
Uebrige: Subtaugente, Normale etc. ergiebt. 

Versteht man nun wieder, wie in der analytischen Geometrie 
festgesetzt, unter Berührungslinie im Puncte M, diejenige Linie 
TT^, welche aus der durch denselben Punct M gedachten belie- 
bigen Secante SS^ entsteht, wenn diese sich so weit um den 
Punct M dreht, bis der andere Durchschnitls-Punct N mit M 
zusammenfällt, so kann man auf folgende Weise die Lage der 
Tangente gegen die Abscissenlinie oder den Winkel t sehr leicht 
aus der Gleichung fmden. 

Die Lage der Tangente MT ist offenbar durch die als gegeben 
gedachte Abscisse AP = a; bestimmt, weil, vermöge der geson- 
derten Gleichung, durch eine bestimmte Abscisse AP = a; auch 
die zugehörige Ordinate MP y bestimmt ist. 

Ich lasse nun die Abscisse kV = x 
um ein Stück PQ = ^**) (dessen 
Grösse nicht weiter bestimmt zu wer- 
den braucht) wachsen, (die Abscisse j?, 
also aucli die Function y, gleichsam 
fliesseu) so gelange ich dadurch, in- 
dem ich in die vorliegende Gleichung: 




X' 



f/= — -2a;2-|-3a; + 5 
^ 3 



*) Diese Linie ist, 80 wie ihre Function, eine stetige. Steht, wie hier, 
die abhängig veränderliche Grösse (y) auf einer Seite allein, so heisst die 
Function eine gesonderte, im Gegensatie zu den Functionen, welche sich 
wegen der Schwierigkeiten der hohem Gleichungen nicht auf die abhängig 
veränderliche Grösse reduciren lassen und die man deshalb verwickelte 
Functionen nennt. 

*♦) Man muss sich diese Hülfisgrösse Ax, welche nur als Mittel dient, die 
Rechnung einzufädeln und die aus derselben wieder herausfällt, nicht als zwei 
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w-^Ax Btett X setie, ra einem ttoderen Punot N, der krummen 

Linie, deesen Ordinate NQ + ist ( indem wir das Waehs- 

thum von nämlich NR, mit bezeieliuen. *) Man hat also 
für den Punct N die Gleichung: 

o 

oder entwiekelt und nach steigenden Potenzen von geordnet: 
jH-Ay « ^~-2jP«+8ä+ö^+ (a?«-4aH-8) • A«* ..(•) 

Um das Waelwihum yon p m eriialton, welches offenbar von 
dem in (l) (für jf ansnnebmenden bestimmten Werthe und von 

dem Zuwachs desselben, Aj:, abhängt, ziehen wir von diesem 

neuen Ziistaüd der Function den alten ab, nämlich (l) von (2), 
so hat man: 

Ay =■ Op» - 4« + 8)' Air+ 2)» Ar« + A»> . . . • (i) 

Wären nun x und gegeben, so könnte die dadurch be- 
stimmte Differenz (Wachsthum) von |f, nämlich naeh dieser 
Gleichung (8) berechnet werden. 

Ebenso ist einleuchtend, dass anch^ beiderseits durch ^ 
dividlrt, der sogenannte Differenzen-Quotient^ nSmlioh: 

4 

^»a?;-4ap-l-8 + (a5-2).^ + iAar« (4) 

durch 35 nnd Ax völlig bestimmt und die trigonometriache Tan- 
gente de? Winkels ist, welehe die durch M, K gehende Secante 
SS^ mit der Abscissenlinie macht. 

Man stelle sich nun vor: die Ordinate NQ = y-|-Ay fUesse, 
parallel mit sich selbst, wieder zurück, bis sie mit MP = 2( zu- 
sammenÜOlt, so wird au gleicher Zeit die Grösse MR « Air (welche 
nur ak Httlfisgrösse angenommen, um die Rechnung einauleiten) 



Fbctomi A und sondern nur als einen einvtg^ Buchstaben (Zeichen) denken, 
deshalb kann man auch statt (Av)*, (Ar)* etc. kurz Ax* etc. schreiben. 
*) Wir nehmen bei unserer Figur an, dass die Ordinate NQ grösser als 

MP ist. Im umgekehrten Fall wäre das Waclisthum (Increnient) von y, näm- 
lich Ay. npfmtiv (ein Decrement). Man nennt aber Ay, es möge positiv oder 
negativ am, immer Wacbsthum der Function. 
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immerfort aboebmen und zuletzt = 0 werden. Während diesee 
geschieht, dreht sieh zugleich auch die Seeante SS^ um deu 
Punct M und fiKllt für Ao; » 0 mit der Berahrungslinie TT^ zu- 
sammen. Der erwähnte Diflerenzen Quotient d.h. die Keihe 

(4) verliert für diesen Fall (nttmlich Aas « 0) alle in Aar multipli- 

elften Glieder und erhält den dadurch bestimmten Grenzwerth: 

«=:ar«-4a! + 8 (ö) 

und dieser Greuzwerth miiss nothweiidig die genaue trigono- 
metrische Tangente des Winkels 7 sein, welchen die Berührungs 
linie TT^ mit der Abscissenlinie macht, nftmlich: 

tgir = a?»~4a; + 3 

Für ^»4 z. B. wäre tg-r»3; für w 2 ist tgr»-l; fHi 
jCs — 2 ist tgTsl5; f&x s^l und fttr fl^^s ist tgr»0. In 
den beiden letztem Ffi]len ist also auch t ^ 0 und die Bertthrungs- 
linien lanfen mit der Abscissenlinie parallel. 

Das in Gleiciiuii^ (5) linker Hand stehende Zeichen ^ ist 
schon in der Analjsis § 79 vorgeKommen und kann nicht 

befremdend sein. Jedenfalls ist klar, dass der Quotient — 

in (4), so lange Ax noch eineiig wenn auch noch so kleinen 
angebbaren Werth hätte, wohl näherungsweise, aber doch 
nicht genau die trigonometrische Tangente des gesuchten Win- 
kels T geben könnte, dass aber die Seeante SS^ mit der Tan- 
gentiallinie TT> wirUich zusammenHUlt, wenn wir in (4) ^«=0 
setzen und daas dann, vermöge Gleichung (3), auch wird. 

Aus der gefundenen trigonometrischen Tangente des Winkels «- 
erfalUt man dann leicht die Subtangente, Subnormale etc. (Analjt. 
Geometrie $ 44, 6.) 

10. 

Versuchen wir jetzt diese vorläufig auf einen besonderen Fall 
angewandte Methode der Tangenten zu verallgemeinern. Sei 
deshalb allgemein: 

y=^h\x) (0 

irgend eine gesonderte und stetige Function und HO ein 
Stück der ihr entsprechenden krummen Linie und die. Lage der 
durch einen Punct, M, gedachten Berohrungslhue zu bestimmen. 
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Sei APadP die Abadm und UP=p^V{x) die Ordioate des 
Pnnetes M. 

Lassen wir die Abseisse a? um PQ ^ Aj: wachsen , so wird 
auch y ein Wachsthuin, NR ^ Ay, erhalten und M ir haben dann, 
indem wir iu ( 1 ) x -f Aj7 statt x setzen , iur den neuen Zustand 
der Function, in Zeichen: 

y + Ay = F(x + Ax) (a) 

Nun wird sich gleich zeigen, dass uns die (eben deshalb vor- 
ausgesehiekten) Lehren der Analysis liinreiehende Mittel an die 
Hand geben, jede bestimmte Function einer aweftheiligen Grösse 
inmier in eine Reihe zu entwickeln, wovon das erste 
Glied die ursprüngliche Function F(jr) selbst ist uud die fol- 
genden Glieder nach ganzen positiven Potenzen des Incre- 
ments fortsclueileü , so da^s nämlich die Gleichung (2) sich 
verwandelt in : 

y + Ay»F(<»)+p.2^+M-A«* + NA«»+...(8) 

und wo die CroeHleienten M, N.... im Allgemeinen Func- 
tionen von X sind.*) 

tibrigens das erste Glied der Reihe die ursprüngliche 
Function F(s) selbst sein muss, könnte man schon mit La- 
grange daraus schliessen, dass ffHr der neue Zustand 
der Function auf den alten wieder aurUckgehen muss. Setat man 
nämlich in (3) 6s^0^ so ist auch Ay»0 und man erhfllt dann 
wieder die Gleichung (1) nümlich y»F(a;). Dies ist jedoch 
nur beiläufig bemerkt, indem die jedesmalige Möglichkeit der 
LLhuupteten Eiitwickelung von F(a;-f A-t) sich t^auz einfach aus 
den Lehren der Analyf^is ergiebt. Um aber Wiederholungen zu 
vermeiden und, wie es in uusertn Plan liegt, den Aufänsrer auf 
die Spur leiten zu können, den Beweis für diese Beliauptung 
selber zu finden, nehmen wir für den Augenblick an, dass die 
obige Reihe (3), die den Umständen nach endlich- oder unendlich 
sein kann, Statt findet, indem es uns hier vorerst nur darum eu 
thun ist, einen neuen Begriff und dessen ttbliche Bezeichnung 
festzusetzen. 



*) In der Gleichung ('2) § 8 ist z. B. p = ar» - 4x + 3; N = i. 

Es kann abor auch schon der erste Coefficient p eine constante Oröpse sein. 
Dies ist jeüocii nur für die einzige einfache Gleichung y - a.r (grade Linie) 
der Fall. Es ist nämlicii y + ^y^a {ae -f ^) ^ax-r a.Aa;, also hier p = a. 
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bubtrahirt man die beiden Gleichungon: 

3/ = F(a?) 

yon einander, d. h. den alten Zustand der Function F{x) von 
dem neuen F(a7+Ad?), 80 erhält man die sogen. Differenz (Wachs- 
thum) der Function, nämlich: 

Dividirt man beiderseits durch Ar, so erhält man das Ver- 

hältniss der Ineremciite A^, den sogenannten Differenzen- 
Quotienten, nämlich: 

^= w + MAa? 4- NAar^ + 

Aj? 

Lädst mau jetzt Ax immerfort ubuehmen, so ändert sich auch 

A// 

fortwährend der DifTerenzen-Quotient und erreicht für Aa; » 0 

(indem dann rechter Hand alle Glieder in Ajr verschwinden) 
den bestimmten, von A^r befreiten Grenzwerth p, welcher (im 
Allgemeinen) eine neup Function von x ist und die trigonome- 
«trisehe Tangente des Winkels t ausdrückt, welchen die durch 
den Punct jf) gedachte Berahrungslinie mit der Abscissen" 
achse macht, und den wir hinfUro, Kürze halber, Berührunga« 
Winkel nennen wollen. Diese neue Function von a;, nämlich p, 
welche offenbar durch die ursprüngliche (primitive) Function 
F(j:), im Voraus bestimmt ist und auf die angehobene Weise 
daraus abgeleitet worden, nennt man deshalb aucli wohl die 
ahgeleiletc (derivirte) und bezeichnet sie nach Lagrange "s 
Vorgang, statt mit luiiifig auch mit F'(J?) (sprich: fonction 
prime Wy oder deutsch: Function ein j;). 

12. 

Betrachten wir einmal wieder die Differenz der Function 
^»F(jt'), nämlich: 

ä^!J^ p • AJ7 + Ma^-2 -r NAr^ + 

oder: Ay=F'(2;)'Air + MAii;< +NAdr'+. . . . 

80 wissen wir, dass, insofern es das Problem der Berahrungs- 
linie betrifft, von der ganzen nach Potenzen von Ax fortschrei* 
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tenden Differenz der Function, 't/ = ¥{x)^ das erste und nur das 
erste Glied p /^ von Wichtigkeit ist und in Betracht kommt, 

weil hieraus der Coeffloient p oder das Orenzverhältmas 

für Aa? = 0, sich von selbst ergebt. 

Da nun aber (wie Newton und Leibuitz voraussahen) nicht 
bloss für daa Problem der Berührungslinien, sondern auch bei 
Tielea andern und viel wichtigeren Problemen, die Kenntniss des » 
ersten Gliedes p*^^W {x)»^ in der ToUstilndlgea Ihfferei» 
einer Function Ton grosser Wiohtigkeit ist, indem gerade dieses 
erste Glied &ur Lösung dieser Probleme verhilft, so benennt man 
Sur Abkürzung des Vortrags dieses erste Glied mit einem eigenen 
Kunstwort, man nennt es nftmliefa Differential der Fonetion 
und so wie man die ganze Differenz derselben mit dem Zeichen 
Aj/ zu bezeichnen pflegt, so bezeichnet man, nach Leibnitz ens 
Vorgang', das erste Glied dieser Diiierenz p-Hx oder F'(ar)AiP, 
nämlich daa Differential der Function y=»F(a! ) mit dem Zeichen dy, 
so dass also dy^pAx oder, indem man der Symmetrie halber 
auch day statt ^ setzt: *) 

In diesem Differential führt nun der, durch die ursprttngliche 
Function, y«*>F(a;), im Voraus bestimmte Factor von <te, nta« 
lieh p oder F'(ar} drei yersehiedene Kamen. Weil er nfimlioh 
aus der nrsprttnglichen Function erst abgeleitet werden muss 
und, wie wir gesehen haben (im Allgemeinen), wieder eine 
Function von x ist, so nennt man ihn die derivirte (abgelei« 
tete) Function. Zweitens heisst p oder ¥'{x) auch der Diffe- 
rentialcoefficient, und drittens, weil aus dy = p dx folgt, 
du 

dass ^^P) ^ Function p oder F'(dr) auch Diffe- 

rentialquotient genannt.**} 



*) So wie 4^ das BUBnential von y heisst, so nennt nsn auch db das 
Dünenäal von «. 

♦*) Das DiffcrcTitial der Function y — F{x)^ nämlich das erste GKed 
der vollständigen Differenz = p. Aa? + M Aar' + . . . ist offenbar nichts an- 
ders, als das Product aus dem Incremente dx der absolut venin derlichen 
Grosse x \md der Derinrten p oder F'fx) d. i. die trigonometrische Tan- 
gente des iitriibrungs Winkels / und man siebt, dass die Grosse des Differen- 
tials dy = p.dx —F'{x) dx für einen bestimmten Werth von x so lange un- 
bestimmt bleibt, als nicht auch die Grösse des Increments 4» gi^;eben 
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12. 

Zu vorhergehendem § wollen wir noch ein Erläuterungs- 
Beispiel groben. In § 9 haben wir gesehen, dass die krumme 
Linie, deren Gleichung 

y = — 2iir« + 3a? + ö 

ist, einen solchen Lauf hat, dass für die beiden Puncte, deren 
Abscissen ^=1 und a;-3, die Bertthningslinien parallel mit der 
Abscissenacbse laufen, denn von der dort gefundenen Differenz 

-ily = - 4a; + 3) /kF + - 2J-z^* + §-^» 

ist daa erste Glied oder Differential von y: 

und also der Differentialquotient, d. i die trigonometrische Tan- 
gente des BerUhrungswinkels 

dx 

Wäre nun die Aufgabe gegeben, die Abscissen derjenigen 
Punete zu finden, in welchen die Beriihrungsliruen mit der Ab- 
scissenachse parallel laufen, so hat man offenbar nur die Werfthe 



ist» Diess Upbastimmthrit kann aber deshslb bkiben, weil wir nlenials diesbso- 
Inteii Grössen der DUfierentfsle rfv, tfy, sondern immer nur deren YerliBlbiiss 
3En keanea braaehen, nämlich den ans ii/^p.d» Iblgenden Diffieraitial- 

qootieDten ^ ss p s F'(d;), der durch x sJlein schon bestimmt ist und mit 

dem erwühntoii Grenswerth des DüFeremenquotienten ^ für ^ 0« 

den wir Anfangs mit der unbestimmtea Form ^ bezeichnen mussten, über- 
dnstimmt* 

Dsas msa sich mit dem Einem Kunstwort »Derlvlrtec und der Lagran- 
ge*sehen Beseidmoog nicfat begntigt, was firelBch müg^Seb gewesen 

w&ne, hat seinen Gmnd darin, dass durch Einführung des Begriffs Diffe- 
rential und dessen Bezeichnung, sowohl der Vortrag als die Zeichensprache 
viel bequemer wird. Weil nämlich die Differentitde da?, rfy, wenn auch 
unbestimmt gelassene, Grössen bedeuten, so kann man, was mit dem 
unbestimmten Grenzzeichen g nicht möglich sein würde, die Diflerentiale von 
einander trennen und arithmetische Operationen damit vornehmen und z. B. 

Statt ^=1» auch dy^p,dx, statt (^)'=l»' ^ =p»oderi/y»=|»«<te' 
scbieibfln etc« 
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▼on w sn befltimmen , für wdoheii das Dilferefttial oder ' der 

Differentialquotient der Function y»-r- — 2jr>+3a?+5, Null wird. 
Aus; 

folgt nun «*-2±l. Zur Beantwortung dieser Aufgabe war also 
wiederum nur die Kenntniss des ersten Gliedes der Dtffereni, 
d. i. des Differentials der gegebenen Function erforderlieh, 

(Vergl. noch % 88 und 89.) 

M. 

lN\tehdem wir nun den Nutzen des Differentinls einer 
Function vorläufig erst durch ein paar der leichtern Beispiele 
erlftutert haben^ müssen wir jetst^ am die fernem^ mannichfaltigen 
Anwendungen desselben zeigen zu können, erst die Regeln auf- 
suchen, nach welchen man Ton jeder besondem Function das 
Differential derselben leicht aufstellen kann. Die allgemeine Vor- 
schrifl, diese R^eln zu finden, fliesst, wie schon gesagt, aus 
den Lehren der Analyds : Wir müssen in jeder der fünf Tersehiede* 
nen Functionen einer Terlbiderlicben Grösse, nftndieh in j^, a^, 
fcr, sin aj, cos x *) allenthalben x + Aa? statt x setzen, dann nach 
den bekannten Regeln der Analysis nach Potenzen von Ax* ent- 
wickeln, den alten Zustand von dem neuen abziehen und von 
der erhaltenen Differenz das erste in Arr multiplicirte Glied (das 
Differential der Function) als Differentialformel dem Gedächt- 
uiss einprägen, um darnach in jedem speciellen Fall das Diife- 
rential gleich aus dem Gedfichtniss hinschreiben zu können. 

Und hieroit glauben wir nun, was das Aufündeu dieser 
Differentialformeln anbetrifft, dem Anitaiger die Sache so nahe 
gerückt zu haben, dass er sich UtX im Stande fühlen muss, die 
im folgenden Buelie gestellten und zuerst zu lassenden Aufgaben 
selbstständig zu lOssen. 

Anmerkung 1. Man merke sieh ein für allemal, dass, wenn 
mit einer Function einer veranderiichen (xrösse eine constante 
Grösse, C, bloss als additives oder substractives Glied 
verbunden ist, dann das Differential der Function von diesem 
Constanten GUede ±G ganz unabhängig ist. Mit andern Worten: 



♦) Aus diäten dn&chen Ftanetfonea argeben sich dSe DUhreatisIe «Her 
flibrigcn nodi so cmppHelrtWB Fonottoiisn* 
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da« DUfcreatial «iner eonttonlM OrOüe Ist 0. Dies deht um 

Bolion 808 dem $ 8 gegebenen Beispiele. Ob dort die Zahl 5 

steht oder nicht, das ist für das Differential der Function gleich- 
gültig. Ein solches constantes Glied x C kann hüT die Gestalt 
oder Neigungen der Tangenten der entsprechenden krummen 
Linie keinen Einfluss haben, indem die Hinzufügung oder Weg- 
lassnng dieses constantcn Gliedes ± C , die Abseissenachse bloss 
üefer oder höher schiebt. (Vergl. höhere Geometrie $ 68.) 

Anmerkung 2. Bei der Entwiokelnag einer Function einer 
Eweifheiligen Grösse, F(aE; + A^), in eine naeh Potenzen von Ad? 
fortschreitenden Reihe brauchen wir uns bei der Ableitung der 
Differentialfonneln, um die Gonveigens der Reihen gar nicht su 
bekflmmem, weil ¥nr ja TOn der XHBtrenz Ay=p- Ajr-f Ma^' + . . . 
immer nur das erste Glied, nämlich da& sogenannte DiÜerential 
dy^P'dx beibehalten. 



Digitized by Google 



13 



Erstes Bnch. 



Ableitung der Differentialformelü. 



Aufgabe. Das Differential einer beliebigen Puteiiz einer 
veränder liehen Grosse zu iiudeu. Es sei nämlich: 

Auflösung. Verfahren wir nach der $ 14 gegebenen all' 
gemeinen Regel, indem wir jr+As atatt x setzen, so hal man; 

Da der binomische Lehrsatz auch filr jeden ^brochenen Und 
negativen Exponenten gültig ist 14, AnmerJsung 9), sp folgt 
(Analysis $70): 

* ti ~ 1 

y + = a?" + nsf^ ' Ad? + — — O!*'^ • Aa?^ + . . . - 

1*2 

Ziehen wir den alten Zustaud von dem neuen ab, so erhält 
man die Differenz der Function, nämlich: 

1*2' 

Jdithin ist deflnitionsmtfssig das Terlangte IMffereatial; 
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In Worten: das DÜfereutial einer Potens, a^, ist gleich dem 

Exponenten, multiplicirt mit der um eine Einheit niedrigeren 
Potenz und dx. 

Wftre: ptsaa^±e^ so ist: 

y + Ay = a (£C + Aar)" ± c 
y + Ay » aac" + ncut^~^ * Aa: + MAjc* -f . . . ± c 
» 110«"-* - Ad? + Ma»^ + . . . 

» 

Aufgabe. Man differentiire folgende Functionen, d.h. man 
schreibe nach der eben abceleitoten Regel, die mau im Gedächt- 
nißs behalten muss, ihre Düi'erentiale hin. 





Es sei: 




Man hat: 












= J^«-1 


2. 




3. ff 




3. 




4. ]f 




4. 




5. ff 




5« 




6. p 




6. 


dy iodT-ida; 


7. y 




7. 






~i — =»(iar"4. • • * 


8. 




• 




9. 


Ar 


iO. y 




10. 





•) Hier zeigt sich die grosse Wichtigkeit der nef^tlven und gebrociienen 
Expoiieuten und wie viel von einer giuckUch gewählten Zdchouprache 



Digitized by Google 



15 



17. 

Aufgabe. Das Differential der £xponeiitialfiuiction ^ SU 
finden, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. Sei 
nimlieh: 

Auflösung. Fs ist hier: y + Ay = e^"'"'^ = e-" -e^ und, 
wenn man in eine Reihe verwandelt (Analyais % 73): 

Aar' 

y + 4jf««* (1+ Aar + — + ....) 

y-f Ay«eF +e*<Ajr + Mikr* + .... 

Ay « e'Aa; + MAa;« +. . . . 

In Worten: das Diflerential der Exponentialgrösse tF ist wieder 
dieselbe Grösse, multiplieiri mit dx. 

Wäre y = fl • ± c, so ist offenbar dy Oi^dx. ' 
Anmerkung. Hätte man eine Exponentialgrösse von ande* 
rer Basie, wäre z. B. 

so ist (Anaijsis $ 75): 

Ay => i a* Ma«>+. . . 

Wärey = 3*, so ist: = 3' / 3 • <te = 8*- — <iir. 
WSre y » e~'^ so ist: dE^ a tr'dx* 

la 

Aufgabe. Das Differential vom natürlichen Logarithmen 
einer veränderlichen Grösse zu finden. Es sei nämlich: 

y»|j9 

Auflösung. Man hat hier: 

y + Ay= /(ar + Aa?)«/a;^l + ^^ + ' (^^■^) 

1 + — j in eine Reihe auflöst ( Analjsis % 77) : 

*) Algebra ^ 277, weil aj-t- Aj: ~ 1 + — ]. 
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, , Aar Ax* 



Wllre: ysa*to±c, so kt offenbar di^'^^^dx. 

AnmerkuDg. Hätte man Tom Briggs^schen Logarithmus 
einer TerSnderUohen GhrOsse, logx, das IHfferential zu nehmen, 
so folgt aus: 

y <=loga; 

indem man den natürlidien Logarithmen mit dem Hodolus des 
Briggs'sehen M » 0,48429 multipUcirt, dass (Analjsb $78): 

y«log4P = MI» 

mithin 4tf»M~ 



10, 

Aiif»Rbe. Das Diflerentiul vom siuus eines veränderlichen 
Bogens, zu üadeu. Es sei nämlich: 

y s sin 

Auflösung. Man hat: y + Ay »sin(x + ^) 

^ + Ay B sin j; cos Aar 4- cos^« sin Ar 

und wenn man slatf cosAx und sin Aar die en^prechendeo 
Keihen setzt (Aualjsis $ 80): 

y + Ay»8ina?^l-— + . . .j+cosdP^Ao?- Y7^+ . . . j 

ein X 

' W + Aw = sui j;-reo8a?*Aj?--7-^A2c^-- .... 

!• * 

Ay •= Cosa: • Aar — MAic* . 
dy = üosxdjp 

bt jf»a*8in^, so ist i^-a*c08a?'d!tp. 
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90. 

Aufgabe. Das Diiiereniial vom cosinus eiues veräuderlkheu 
Bogens, finden. E» sei nämlich: 

Auflösung. Man hat: 
y + iti^y =s cos (ar + Ax) 
y + ^ s coeop* C06^ — Bin jr*8in^ 

cos »£? 

y + ^ «= cos« - sinap« Aa? - - Asß* — . . , 
«fy s~ Bina;*<id? 

Anmerkuno. Wt iui mit dem Wachsen finer veränderlichen 
Grösse, ^r, die (iaiaus l)ild( (c Function, wie z. H. cosa^, cotj*, 
etc. abnimmt, so wird luUiirlich sowohl die DitTereuz Ay, 
als auch das DKiereutial derscibeu dj/y immer negativ. 

21. 

Aufgabe. Das Diti'ercuLial einer Function zu linden, welche 
aus der algebraischen Summe zweier oder mehrerer der bisher 
betrachteten sogenannten einfachen Functionen (a^^ a^y IXy 
cos«) besteht. Es sei nftmlich: 

y«F(a;)-f + 

wo Ffj»), /*(a;), eine der erwähnten einfachen Functionen 
bedeutet. 

Auflösung. Es ist zueröt: 

y + ^ - F (j? -f ÄJ?) + /*(« + A«) + ... . 
und da nun, wie im Vorgehenden gezeigt, jede dieser ein- 
fachen Functionen von jr + Aa; sich in eine nach Potenzen von 

ilx' fortschreitende Utihe entwickeln lasst, .su ist (J 10, 3): 

F -f Aar) = F (a:) -t- p Aar -H M Ax'^ + . . . . 
({x + Aj;) = f{x) + ;j'Aa? + M'Ajt» +. . . . 

• • • 

• ♦ ♦ 

• • • 

Hithin ist: 

y + A^ - V(x)+[{x) + . . .-i-(p+p'+. . .}Aa:+(M+M'+. , jAaj'»+. . . 
Ay = (p -t- />' -f . . .) Ar + MjAj:^ +. . . 
fiy =^{p+p' ^ "*)dx- pdx + p'dx + . 

LähMD, InfinitMloutl-Beclimmi. •> • 
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oder auch nach der andern Schreibart: 

äff - F'(d7) + f (ar) • da? + 

In Worten: Man muss das Differential von jedem Gliede beson- 
ders nehmen. 

Beispiel 1. Sei: p^ax*-he^<i so ist: 

dp » naoF"^ dx + «Fdx 

Beispiel 2. Sei; y--;z — + Üa; + so ist: 

o 

dy =x'^dx- Axdx + 0(ür, oder: 

Beispiel 8. Es sei: jf = 2v/^- Jv/a?* + + 7, d. i. 

y «2a?*- J^ + 3aj-*+ 7, so ist: 

dy =- - - Jx-^) • d!x 

cte v^a? ^ 2|/a;» 

Beispiel 4* Sei: y = a'jld? + fr*sina? + c>cosjB, so ist: 

dx 

dy^a • — -hb'eotX'ds-^e'ßws'dx 

X 

dy a . 

-~ = r 0-cosa; — c -81110; 

dx X 



22. 

Aui'aahr. Das Ditferential einer Function zu finden, welche 
aus dem Producte zweier der einfachen Functionen oF^ /a?, 
sina?, cosap, welche wir mit F(j;) und f{x) bezeichnen wollen, 
besteht. Es sei nftmlich: 

jf-F(a?)./'(a?) 



*) In der Folfre worden wir manchmal (des kürzem Schreibeiis halber) 
statt des Differeotialä, deu DUTerentiak^uotienten hinsclimbeD. 
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Auflösuug. Man hat hier zuerst: 

* 

Jede dieser einfaehen FuDCtionen Yon x-^^ läsat sich in 
eine Reihe von der erforderlichen Form auflösen. Es ist nSmlich : 

Führt nuin die Mulliplicalion aus, indoiri nnui dir in Kiiis zii- 
sammengefassten, aber lüer üieht in Betracht kommenden Coef- 
fieienten von üa;^,... mit M'\ JN"... bezeichnet, so ist: 

y + - F{x) ' fix) 4- fix) ' pAx + l ixj ' p\\x + Wax'^ + . . . 
= fi^) ' Aar + F(aj) • p'Aoi + Al"zJup«+ 

oder auch, weil (§ \ p - F'(r) und /"'(j*), geschrieben: 

d|f = /(ar) . F'(a») . diir + F(ar) • /"(a?) <te 

Da nun hier pdr oder F'fx)^/^ das DitVerenlial vuu F(^-) mid 
p'dx oder /"(j:) (i,/; das Oitrereutiul von f{x) ist, so lautet die 
Hegel: Das Differential eines Products zweier Func- 
tionen, F{x)-f{x)^ ist gleieh der Summe eines jeden 
Factors, mit dem Differential des andern multiplicirt. 

Bezeichnet man die beiden veränderlichen Factoren des Pro- 
ducts, Kürze halber, mit P und Q und setzt also: 

so ist: djf»Q*d(P)+P-<i(Q) 

Durch die Klammern oder einen Punct deutet man an, dass* 
die Differentiale von den Functionen P und Q noch zu nehmen 
sind. So ist z. B. : 

oder d'O;'* ^tix^'^dx 

Beispiel 1. Sei: y = a7*'*e^, so ist: 

äff^e^'Haf^-^diV-^^'^diC^ oder: 

dy-e^'X^'^in + x) dx 
dv 

^^e^x'^-^in-^x) 

2» 
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Beispiel 2. Sei: y = ae^ Iw^ hu i.st; 

* du , , dx 

— = ix e^ d x-i- 

a . s 



dy = ae^(^x-^^^dx 



Beispiel 3. Sei: ^ * asinir-cosor, so ist ($$ 19,20): 



— = cos d^'Cos dj; ^ sin a;*eiii £C(2« 
a 



^ « a (cos ' 0? ^ 8in*a?) = a • cos 2« 

CU7 



2a 

Besteht ein Prodiict ans mehr als /wei veränderliche» Fac- 
toren, so konii man es erst in zwei zerlegen; so ist z.B., wenn 
P, Q, K einfache Functionen von x bedeuten, und wenn: 

Nun ist aber (§ 22): d(QR) »R*d(Q)+Q-d(R). Daher: 

« QR • d (P; + PR • d (Q) + PQ • (i (R) 

Beispiel, Es sei: y ;r"e'^ / 

dy = ^e^ /x'nj?'*~* + iF''/d7 c^+x"e**-^^dir 

A ufgab e. Das Differential von eniem (^^uotieuten oder Bruche 
zu finden, wenn sowohl Zähler als Nenner eine der ein- 
fachen Functionen s", o^, , sin cos ist. Es sei nämlich: 

'■m 

Auflösung. Da sich, wie gezeigt, alle diese einfachen 
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FunetioDeD yon in Reihen tod gesetzmäasiger Form auf- 

lösen lassen, so ist zunächst: 

nnd man sieht, dass dieser Quotient wiederum in eine gesets« 

massige Keiiie eutwickelt werden kann, und es ist leicht das hier 
uur erforderliche erste in Aj; multiplicuie Glied zu erhalten. 
Man hat durch wirkliche Division: **) 



r 



*) Will man nicht die Differenz (^) der Fünetion, sondern nur das 
Differential derielben (rfy), warum es uns eigentlich nur zu fhun ist, so kann 

man dieses folgendermassen viel kfirzer erhalten. Aus obligar Glddmng (1) 
folgt y.f(«)=3F(«), miüiin (§ 22): 

f{x)dy + y . f(x)dx = F'{x)dx 

, fix) . ¥\x ) dx - ¥{x) .i\x)dx 

IA^)1' 

^ Man kann bier das gesuchte Djffeiential auch fiilgendennsssen auf 
kfiizerem Wege finden^ indem msi^ erst den Differentislqnotientsa sudkt. 
Subtiahirt man (1) von (2), so ist: 

^ " fix)-^ p'Ajr + M'Aa?'+. , . . fix) 

oder auf einerM Nenner gebracht und durch ^ dividirt: 

^ 9 fix) .p ~ F(x) . p' -t- (f(x)M ~ F(g)MOAx + . * . . 
• "* ifi'^)]'' + f{x)p'^»+. . . . 

Da nun aus -diesem DilTtTcn/ea-Quotienten der DifTerentiai-Quotient her> 
vorgeht, wenn man A«»0 setzt, so ist der Differential •^lotiept offenbar 
f{x,.p-Fix).p* fix).pdx-Y{^pJdx 
~ {fimi)^ ^ mitmn das gesucbteDifferential : =: (ji^Jy 
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Mithin ist: 



2 



Da nun das DiÜVrciidal von V{x) und /y'^/j: das Diffe- 
rentinl von /'(j;) ist, so lautet die Regel: Das Dürerential eines 
( )iioli('i)(eii ist lilpieh : dem Nenner, niultiplicirt mit dem Dif- 
ferential des Zälilers, wenij^er dem Zäliler, multiplicirt 
mit dem Diflereatial des l^euners, dividirt durch das 
Quadrat des Nenners. 

Bedeuten P und Q einfache Functionen von sc und setzt man: 
80 hat mau kilrser in Zeichen: 

» 

Q.d(P)-P.(/(Q) 



Beispiel l. Es sei: 

y so ist: 



dx £C""' 



*) Es ist auch: mithin aacfa nach § 

<|y sr x—»»e^dx — «-t.na?— (M-i), dl» 

die ~ 
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Beispiel 2. Es sei: 



X 

dy Ix — 1 



Beispiel 3. Es sei: 

a *) 

y = — 80 ist 

Off ■= « — nas' t»-ri)<te 

an 

Beispiel 4. £s sei: 

tf = , 80 ist: 

" cos*' 

dt/ toax • a-^la+a^sinx 
dx " cos^a? 

86L 

Aufgabe. Das Differential von der Tangente eines ver- 
änderlichen Bogens, Xy zu finden. Es sei nfimlieli: 

sin X • 

Aufiüöunif. Man iiat: y = und wenn man diesen Quu- 

* ^ Cosa; 

tienten nach $ 24 diiTerentiirt, so ist: 

cosjB • cosadx - sin* • ( — sin^do;) 



OOS** 



, (cos«* + sm2jr) . 
dx 



COS^JJ 
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2a. 

Aufgabe. Das Differential von der cotangeute eines ver- 
änderlichen Bogeus X zu iinden. Es sei: ■ 

y COS aZT 

Auflösung. EsiBtauch;^» — : daher (§ 24): 

55ii 

, dx 



Aufgabe. Das Diflfereutial vom Bugeu eines verftnderlichen 
änus zu finden. Es sei n<imlieh: 

p SS are (sin « x) 

Auflösung. Weil ar der sinus vom Bogen p ist, so hat 
man erst, durch Umsetzung: a; = 8in^ und hieraus: 

dx = cos p ' dy 

. d<c 
cos y 

und, weil sin y = aj, also cos |f » S/l-x*^ (Trigon. § 100, 1.) 

dx 



dp 



Aufgabe. Das Differential tu finden von: 

y = arc (cos = w) 

Auflösung. £s ist zuerst: a; = co6^, mithin: 

äig^^9ai![Lp''dff 

- dx 
^ m\p 
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oder weil cosy » mithm sin y>=\/\ — so ist auch: 

ffx 



Aufgabe, llaa suche das Differential von: 

jf»arG(tgs 

Attflösang. Man hat hier: s^\%y\ daher ({ 25): 

eos*|f 

aus i% y-x folgt cos^y = — ^-r- (Trigon. % 100, 6J, mitfain: 



Auf§;abe. Man suche das Differential von: 

y - arc (cot « op) 

Auflösung, Aus jr^cotir folgt ({ 26) dig^ und^ 

V 

weil eoiy^m also '^'l^'" j^^^i"« ^ 



81. 

Sftmmtliche im Vorhergehenden gefundenen Differential- 
formeln sind also, ttbeniehtlieh zusammengestellt, folgende: 
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Weno : so ist: 

1 . y « a?" dy== naf*~^äx 

2. y- (fi/ ^ e^dx 

i), y= dif = aHa • dx 

dx 

5. y = logiF % = ^" ~ 

7. y«^P'Q rfy = Q/IP + P//Q 

y = = 

9. y^BUkoi dt/ = eoBsdx 

10. 3f»oo6^ dl/ ^--miadx 

'^'^^ 

dw 

12. tf»cot^ du^ — ^-5— 

dtC 

18. tf «»arcfUDd? . . di/^—psssssss 

VI 

14. 1/ = arc cosx . . . . //i/=« — . 

djj 

lo. y«aretg<p ^^.^^ 

16. ü = arc cotap .... rftf = - ; r 



38. 

Mit vorstehenden Fuiulamentalformeln, die man, wie die wich 
tigsien Formeln der Trigonometrie, durch tleissiae Einübung, 
wozu im Folgenden Gelegenheit gegeben wird, dem Gedächtniss 
wohl einpriigen mufls, sind wir nun im Stande, jede noch so 
complieirte Function zu differentüren. 

Wir nehmen zuerst eine Function von einer Function, Eb 
sei nftmlich allgemein: 

y=»F(u) und u-f{w) 

wo fix) irgend eine der im voripen § aufgestellten seehszehn 

Functiouen der absolut veramlt rlifiif u Grösse x und F(u) irgend 
eine dieser Functionen von u bedeutet, so dass also jetzt y nicht 
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oDinittelbar, sondeni durah eine ZwiselieiigrOMe, ti, ale Fanetion 
von X gegeben ist. £b ist mithin ti nicht eine ahsolut, sondern 
wie y eine abhängig yeränderliche Grösse. Denkt msn sieh fOr 

X einen bestimmten Werth gesetzt, so erhält auch ti und dadurch, 
zufolac der ersten Gleicluing, auch y einen bestiiiHnteu Werth. 

Wollte man u tlnriinirei), um y 1b unmittelbare Function von 
.j: zu erhalten, so würde dies aut die Be/eicbnune; f/^Ff/Tj:)] 
Idhren.*) Um nun die allgemeine Kegel zu linden, nach welcher 
man auch eine Function von einer Function differentüren kann, 
lassen wir in den beiden Gletchnngen: 

y ~ F(m) und 1« = [(x) 

die absolut verlinderUehe Grösse » nm das Inerement ^ 
wachsen, alsdann wird auch die unmittelbar von x abh&ngige 
Grösse « ein Wachsthum, Am, und, vermöge der Gleichung y=F(u) 
auch die mitrclbar davon ablumgige Grösse y ein Wachsthuui, 
Ay, erhalten und wir haben dann: 

y + Ay«F(t«+ Alf) und ir + A» » ^(op -f A«) 

Nun iKsst sich, wie bei der Ableitung der {31 aufgestellten 
Fonneln bewiesen, /|[^ + Ad?) in eine nach gansen, positiven Po- 
tenaen ron Aa? und ebenso F(tt+Aii) (indem man einstweilen n 
als absolut rerfinderlieh betrachtet), in eine nadi ganzen, posi- 
thren Potenzen ron Au fortschreitenden Reihe ^Iwiekeln. Ifan 
hat nfimlich: **) 

11 + Att = /tx+Aaß) = /'(a?)+pAii?+MAfl?*+. . 

Ati»>j9Air+MAäB*+ (i) 

y + Ay = F(« A«) « F(m) + p'Ai#+ M'A»*+. . . 

Ay = ^'Am + M'Aii* + («) 

^ Wäre a. B. y = und «»«Iii so wäre y = e^inx. Hätte man 
y»!« and •ia«» + e^ + nn so wfire y ««+8m»+..0etc. 

**) Sei fl. B. y^«* und so ist: 

« + A« » (ar + A»)* « + SaeAs + A»* 

Ati£3 2«'AiP+A«* 
y + Ay = (M+Att)» = M» + 3«' A« + 8mA*» + An» 

Ay = n«*» . Am + HmAm^ ^ A«^ 

Ay = ^^«' (2xA.r + Ax= ) + 3ii(2*A» + Aar')« +. . . , 

• Ay = (i« » . .r A { - M' Ajj? + 

Ay =^ n j: V A« 4- M'Aj;'+. . . , 
1^ = tix^f/j? 
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Weil nun aber also auch A« von m und Ad? abhSogig ist, 
so müssen wir in (S) den Werth von Ati aus (i) substituiren, 
alsdann ist: 

Ay = p'ipAiC + Mzi^« + ) + M'(j»Aa? + MAa?« + )«+.... 

Hier ist also durch eine Reihe uiiagedrikki, die. wie es 
sein iwips, uaeli lianzeu, positiven Potenzen von Ax Ibrtschreitet. 
Die CoellicieDtea M" , sind Fuactionen von x und u 
oder von x allein, weil, vermöge der gesonderten Gleichung 
u^[{x)^ u durch x ausgedruckt werden kann. Da nnn das 
erste Glied p'pi^ dieser Reihe, der £rklftrung gemUss, das Dif- 
ferential von y in Bezug auf m ist, so haben wir: 

dy = p ' pdx 

Betrachten wir nun dieses gefundene Differential genau, so 
fÄllt auf, dass der Factor pdx das Differential von der Function 
u = f{x) ist, nänalich: 

du ^ pdx (s) 

und dass der andere Factor, p\ der Differentialcoefficient von 
Function y m F(ii) ist, so nämlich, als wenn u, statt einer von x 
abhängigen, eine absolut veränderliche Grösse wäre. Denn be- 
trachtet man sie, in formeller Hinsicht, als solche, so folgt »us 

dy = p''du (4) 

Setzt man nun iu (4) fUr du seinen Werth aus (8), so ist, 
wie vorhin :*)| 

dy = p' pdx ••) 
33. 

Aus vorhergehendem § ergiebt sich also der wichtige Satz, dass 
die in S 31 aufgestellten sechszehn eiafochen Dilfereutialformeln 
ausreichen, um darnach eine jede noch so zusammengesetste Func- 
tion einer absolut veränderlichen Grösse, j?, oder eine Function 



*} So fo^ s. B. aus y»«* und «ssa;'^ dass du^Oatäx und dg^ 
2»* . lAf , mithin wieder 4y = du« . 2*4» » 6«*ifo. 

**} Oder aneh, wenn F[/]Cx)], in anderer Sclireibsrt: 
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von einer Function, y = F[/'(a;)J, zu ditVerentiiiTii. Man setze 
nämlich einstweilen u statt f(x) und diflerentiire dann nur nach 
§ 31, y = F(7/) und H = f{x), und -ub^tituire in dy ^l^'{u}'äu 
für u und du ihre Werthe f{a:) und {'{x)dx. 



Zur Einübung dieser Regel mögen folgende Beispiele dienen. 
Es sei: 

Man setze: *) y = e", also u -- sinar 

so ist: dy=«F'4u und du'^eoBxdx 

mithin: äy = e^"*'^'toaj;i/x 

Man setee: yt^y also u^aa^-k-ba^ 

dy = e^' du und du « (Ja»** + Sdj?-*} //x 

Setze: ^»«1, mithin: 1 +2^;- So;* 
» ' du und » (2 - 6^)/ij; 

ff ^ Uly alfio ti ~ -f 6 cosoi 
= -jj- und du » (aiw;*-' - b sin x) </a; 
_ tffta;"'"^ ~ 6 siaa? ^ 



Bei eiiugar AnfimerkBamkeik wird man aolcbe Sabstttatioiien lelien 
m Hfilfe rufen and z.B. ans ya«dBjt ^jnet abteilen, dsas ifssißi^*,coBs4m 
ist Aach liir alle folgende Beisiijete kt eine Snbstitnftion nnnöttiig. 
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5. y = siii"» X 

dy = m Bin^-^X'COBsds 

6. y = arc sin^l — 2x 
y-arc sin it; ««(1 -2a?}i 

r — 



7. » r aic 006 



= r arc cos u; ti 



r 

r— ^ 



rdu . 
\ du» 



8« 1/ — C08"aa7 
— an ca&*-^ax sin «fpcte 



0. jf = i-cob'^oj; 



*) Man hätte hier wieder t* = also s = 1 - 2a; setzen können, «oreuB 
du = ifT^d» und <b BZ . 2«l«, mitinn : dm^-üi^ 2xy~K'2d3f. 
0 Oder 00; y»!»; m=««; «bcosk« 

j du . , 

"ST ' ' '^^ ~ sin ax.adx 

du = neoe^-iaae,i'^mnut)ddx 
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10. y — larc Igmo? 
ys/u; »«arctgnix 



(1 + JM'^j:*^) arc tgmx 

^«(l-a?«)i.4(l+x)-»+(l 4-a:)^.J(l-a?'^)-l(- 2;i,-) 

</y_ d-ar»)* 2a?(l+a?)t 

daT 2(1+07)4 3(1 ^x'^f 

dy _ ^^4x-7x'^ 
dx ~ 6(1 +;i:)i (l -j?'')i 

3 

l/l + ^« 

12. JS^ = -^F=^ (S 24) 
^_ a+g)*'rf(H-g^)^~(l + j:^)^ ^/(l + J)^ 
<»_ (l-i-jg)* 4(t + g'H-2g~(l-h j:^)Ki(l.f 

^"6(l+dP)l-(l+aJ«)i 



*) Man kann iu solchen und älmiichen l^'aüt'ii, wie in den 
Beispielen 10, 11 und 12, sich das Differentüren manchmal er- 
leichtern, indem man erst die Logarithmen nimmt, oder umge- 
kehrt, auf die Zahlen übergeht, fieispiele: 

/y = 4/(i+««)-4/(i +x) 

dy ^ ' 2xdx jdx 



Digitized by Google 



32 



<te"6(l+a?)i(l+««)* 

6' =» arc tg mx 
mdx 



mdx 



(l+iii'*a?*)-arctg»iip 
3. y = 0?" 

— dx-hw- — 

y X 

dy^3ß^'{h} + l)dx 

Um mechanische Gewandtheit und Sicherheit im Diiierentiireu 
SU erlangen, möge man noch die im folgenden Paragraphen 
stehenden Beispiele maehen und sich dabei erinnern, daw xwei 
Functionen, welche nur um ein constantea G-lied Tencfaieden 
rindf nofhwendig einerlei Differenttal haben, so folgt z. 6j aua: 

t dx , dx 

3. jfslcoso;; ^s|eoBd;+8in*d?+eo8*d? 

dy = — \%X'dx\ dy = •'\%X'dx 

1 X 
weil -z » 1 , und sin^^ir + cos'^ j; = 1 . 

36 b. 

Aufgabe. Man setze jeder der folgenden Functionen 

von X und bestimme dann die Differeutialquotieuteu 



Digitized by Google 



83 



1. 2ad?V^* 

2. 22. e«' 

8. 4l^««--L 28. 

4. (a + dr)» 24. Ivaoix 

0. (a«-aJ*)* 25. la;lco8s 

VC 

X 2G. a«cos^x 



1 



1 



27. %m{a-i-bx) 



8. l/ö^^+S» 28. sin^d?— C08*a; 



10. ^a^-x* SO. ßm«iF + co8^ii7 

11. ■ ^ 81. e^'Smifias 

12. ^ 82. tg2a? 
18, ZiL^E. 33. tgsms 

]ö. i(a + d?) 35. arccoa — 

16. + 36. ^t^i^y^ßr^ 



17. ((a^) 37. arccot 



a 



1+0? 



/l — cos a; 

18. {IwY y — - — 

20, e'* 40. ewc«*n* 



Lübten, Infiniteiinud'Bcchnung. 
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Auflösung. Blan hat lür die geforderten Differeatial- 
Quotienten der Reihe nach: 



1. 6a^x^ 



2. 

3. 



6. 
7. 
8. 

9. 

lü. 

11. 

12. 
18. 

14. 
15. 

16. 
17. 

18. 

19. 

20. 



1 



+ 



5. - 4ii?(o»-j[?«) 



c 



2;r 



|/(a«+a;8)« 
aeinx 



1 



a + x 
1 



d7 



21. 

22, 
23. 



2ü 



82. 
33. 
84. 
85. 
86. 
37. 
88. 
39. 
40. 



2a cos 



sin' X 

24. coto; 



X 



— igxlx 



26. — 4nco83a; siu^ 

27. 6.cos(a + 6x) 

28. 2sin2jp 

tgiT fOtx 



29. 2 
80. 



cos* X sin* ;r 
0 



31. e'(8in0U7+mco8flia;) 

2 



cos^ 2a: 

2iii.tgffla? 
eoB^M 

1 



X 



Vl-ii?« 

_ 1 
g 

a2 + (i + x)" 
sin o; • 

|/ö»l/l — COS^P 

2 
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Zweites Bach. 



Von den successiven oder liöhorn Differentialen. Der 

Maclau^ill'i^ciio und Taylor'sclic Lohmtz. 



as. 

W enn eine und il ie sei be Fini{'tio:i cmihm- veränderlichen Griirsc', 
F(^), durch zwei versohiodcne Formen ausgcfirilckt ist, und 
welche beide Formen also lür denselben Werth von x dasselbe 
Besultat geben, oder doch, im F'ali die eine Form eine unendliche, 
nach gauzen, positiven Potenzen von fortschreitende Heihe 
ist, für jeden Werth von ftlr welehe diese Reihe convergirt, 
dasselbe Resultat geben, so rnttssen aatarlich auch die 
Differentiale und also aueh die Differential-Quotien- 
ten beider nur in der Form yerschiedenen Functionen 
einander gleich sein. Ist z.B. F(^) = (a + .r)3, so ist auch 
in anderer Form ausgedruckt: F(je}»ii'+da>j;+3(KP*-fiB*) mühin: 

F(aF) « (a + a?)> « a» + 3a*» + Sa«« + a?* 

Differentiirt man beide Formen, so ist nothwendig: 

F'(ic) dic - 3 (a + a;)2tte (8a« + ßoa? + 3aj«)ifo 

und, indem man beiderseits durch ds dlvidirt: 

F'(a?) := 3 {a + j?)* = 8a« + 6aa? + 3ap« 
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Da nun der erhaltene Differential-Quotient F'(x) wieder eine 
Function von se ist, so kann man diese neue Function F'(^} 
wiederum wie gewöhnlieh differentüren und erhält dann, nach 
jedesmaliger Division mit dop., den 2fen, Sten Differential -Quo- 
tienten der ursprünglichen Function F(a;), wofilr Lngrange die 
Bezeichnung ¥"(x)^ F"'{x)... eingeführt bat (sprich: Fonction 
seconde, tieroe etc. ^ deutsch: Function zwei, drei etc.). Für 
obiges Beispiel ist nämlich: 

F"(a?) «6(a + ;i7) = 6a + 6a[; 
r'Xx) « 6 



37. 

Die suecessive auf einander folgenden sogenannten höheren 
Differential-Quotienten F'(a;), F"(ar) .... werden auch wohl die 
Iste, 2te, . . Abgeleitete (Derivirte) genannt. Wird einer von ihnen 

eine constante Grösse, so werden natürlich alle folgenden »0. 

Sei als zweites Beispiel: 

F{x) =.e«-1 + « + ^ + ^+.... 
so ist: -«»»1+^+ — + 

F"(d?)-«* = l + aJ + ^+ .... 
Hier nimmt das Dülerentiiren kein Ende. Sei noch: 
F(a?) + 3.4.3?«, so ist (J 31, 8): 

(1-^)« 1 + 20? 

^ f^^^ — — 

r"{x) = 0 
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Sei feraer noch: 



F(jr} a arc tg iT B ^ 



x"^ 



1 



» 1 ^ap«+a.4-aj6 +^ 



-2a? 



• « • • 



Es muss also für jedes für welches die so abgeleiteten 
neuen Reihen (welehe offenbar wieder die Grundform der Ana* 
lyais haben) conyergent Bind, der linker Hand atehende geschlos- 
sene Ausdruck ihre Summe sein^ und man könnte also, was auch 
aehon Moivre und Euler gethan, das successive Bifferentiiien 
dazu benutzen, um unsfihlige summirbare Reihen sammt ihren 
Summen zu finden. Wir haben jedoch diese leichte Anwendung 
der Differeutial-Kechiiung liier nur beilauiig erwähnen wollen. 



Eb(" wir aber zu andern nützlichtm Anwendungen übersehen 
können, müssen wir uns zuvor nocli ein paar andere übliche 
Bezeichnungen der höhern Difierential-Ouotienten merken. 

Nehmen wir als specielles Beispiel an, es sei: 



Da nun hier der Differential-Quotient wieder eine Function 

(tx 

von X ist, so können wir sie (ihn) wiederum wie gewöhnlich 
differenüiren und erhalten für den zweiten Differential- (Quotienten; 




y ~ x^^ so ist 
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Diese Bezeichnung ist aber sehr unbequem und würde es fUr 
die folgenden Differentiale und Differential-Quotienten noch mehr 
werden. Sie ist deshalb nicht ttblich. Man bezeichnet diesen 

zvreiten Differential- Quotienten küiaer mit -y^ so dass also lür 

obiges Beispiel: 

und wo also die an dem Differential-Zeichen d stehende Zahl 2 
nichts anderes bedeutet, als dass die Function y zweimal 
nach einander differentiirt worden.**) 

Für den oten, 4tcn»*»» Differential- Quotienten hat mau, m 
ähnlicher Bezeichnung: 



*) Die älteste noch vorkommende Bezeichaung ist: ^ 

**) Bfnii liuun sich diese Sache auch noch 80 zurecht legen : Das erste 
Differentiol von y ~ ist: (hj 'x^^x. Lässt man hierin die absolut ver- 
änderliche Grösse x wieder \\m dasselbe constant« Increment wachsen und 
setzt ar + Ax staJt so wird auch dy ein increment erhalten, welches man 
einstweilen mit Hdy bezeichnen mag, und wir haben dann : 

1^ + ^(ly » 5(« -t- ^)^. » ^x*^ -f- 20«*/^* + -i-. . . . 

jetzt den alten Zustand von diesem neuen jBubti-ahirt: 

Atfy s 20«* . ^> + MAr * + . . . . 

und indem \v\t von dieser Differenz nur das erste Glied behalten und mit ddy 
oder d"tj oder kürzer mit ct'y bezeichnen, 80 hat man fax das zweite Diffe- 
rential von y^ as^'. 

^'JOx^Ax' oder: 

indem wir der Symmetrie halber fix- btatt ila?' schreiben. Dasselbe bat 
man offenbar küraer, indem man das erste Differential dy ^bx* ,dx nochmals 
diffenotiirt und dabei den Fsctor als constant betrsehtet, nämlich: d*y ^ 
20#* . iar' . Femer » 60«* . tf«' etc. 

Es ist klar, dass durch eine gegebene Fonetion, F(«), nicht allein das 
erste, sondern auch alle höheren Differantiale '(piffierenttal-Quotieuten), voll* 
kommen bestimmt sind. 
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-7 ' = 1201» 

Aucli werden noch die auf einander folgenden Differentia]- 
Quotienten, Karze halber, manchmal mit dem BuehBtaben 7, 
r. .... bezeichnet, so dass also, wenn allgemein: 

ist, in allen drei verschiedeuen Bezeichnungen: 



liBitta.w#iii*| fl i MBr Ldttütl» 

Die im Vorhergehendtii gezeigte Bueeessive Differentiation 
brachte Mucluurin auf nahe liegenden Gedanken, dadurch 
jede Function , F(a,*) , wckiie dazu geeignet ist , in eine gesetz- 
mässige Reihe zu verwandeln. Um diese leichte Anwendung 
der Differentialrechnung zuerst an einem besondem Beispiel zu 
zeigen, möge F(s) ^ Bm(a + hx) die funetion sein, wehshe in 
eine nach ganzen, positiven Potenzen des yerlbiderliehea Bogens m 
fortschreitende Reihe yerwandelt werden soll. Wenn die gefor- 
derte Reihe existirt, so kann man sie, sagte Maelaurin, von 
der fruchtbaren Methode der unbestimmten CoefBcienten profl- 
tirend, erst ßngiren. Man setze also: 

(1) F(jp) » sin (a + M » A + Bd? + Ox* + Da?» + B»*+, . , , 

Sucht man jetzt, um A. B, C... zu bestimmen, die auf einan- 
der folgenden DilTereatial- (Quotienten, so hat man nach und nach: 

(2) F'(x) =6.cos(a + 6x)=B-f 2Cj: + 3Dar2-f 4Ea:>+. ... 

(3) Y"(x) =-ft2sin (a + 6a;) = 2C + 2.3Da;-f 3-4Ej?a-»-.... 

(4) ¥"'iaf) » - 63 cos (a + M « 2 • 3D + 2 1 3 • 4Ejr + . . * * 

(5) FV(a?) = 648in(a + 6ar)«2.8.4B+.... 
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Setzen wir nun in sftmmtlielien 0]eichangen (1), (2) , 

a? = 0 , so müssen beiderseiUs gleiche Resultate kommen. Die 

erste Gleichung bestimmt darni den Coellicienten die zweite 
den Coefficieulen ti etc. Es ist uäinlich für ^ = 0 in üblicher 
Bezeichnung ^) : 

(i) F(0) =8ina = A 

(«) F'(0) »6-eo8a«B 

(.) F'(0).^5nin(,«2C, woraus: O^^^l^JJ^ 

W F"(0)-63co.a = 2.3D, „ D-^«=g^ 

(.) pv(0)-6««n« = 2.8.4B. , ^^^^I^^ 

■ 

Es ist mithin: 

8in(a + d5P) = »ma + 6co8a jr :r-ii — ^ """T^sr-s-'^ i"« • 

I • Z l'TS'O 

Das Gesetz dieser Reihe tritt klar hervor. 



40. 

Lflsst sich also eine Function einer verttnderlichen Grdsse, 
F(j:), in eine nach Potenzen von s fortschreitende Reihe verwan- 
deln, so muss man in ¥{x) und allen Derivirten F'(ir), F"(a;)...., 
x = 0 setzen, und hat dann allgemein: 

F(jr) = F(0 j + F(0) . ar + • + • ^ ' • • • 

und dies ist nun, in üblicher Bezeichnung, der erwuhnte 
Maelaurin'sche Lehrsatz. 



*) Wäre 7.. B. r(.r) ^x' -3x-f 1, so bedeutetm F(0), F(l), F(2) 

die Wcrtlie, welclie diese P'unction ar'— 3x-f 1 für jc - II, 1. 2. ... hat, 80 
dasb also iiier -'- l ; HO = - 1 i F(2) = - i ; F(3) := 1 ; F(4) = 5 etc. 

**} Nach dner Bemerkoog von Moigno, hat weder Maclaurin noch 
Stiriing, Bondem Taylor znerst diese Formel aufgestellt. Sie wird jedoch 
Immer nach Hadaurin benannt, der sie Pag. 610 aeiner »treatise of flazionac 
uittheilt. 
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Anfoabe. Die Fiinctiou arc(sin:=3r) in eine Rt iho zu ver- 
wandeln, die nach Poteuzen vom sinus des Bogens iortschreitei. 

Auflösung. Es sei) wenn eine solche Reihe existirt: 

arcßiiiaj « a + 6^; + ex* + dJa?' + ex* + fx^ +••••(!) 

00 ist % 27 : ^ « 6 + 2ca? + Zdx* + 4«a?» + 5/aj* + («) 

Die fernem Differeutiai-i^uüiif liten werden hier sehr com- 
plicirt. Man thut jetzt besser, die Hülfe der Analysis zu benutzen 

und ^ ^ (1 - x*)'~^ nach dem binomiBohen Lehrsatz zu 
entwickeln. Thut man dies, so ist (Analysis {71): 



l/l * 2.4 2.4'6 

Setzt man jetzt ^ — 0, so giebtdie erste Gleichung are sin 0» 

a = 0. Da ferner die beiden Reihen (2) und (3) für jeden Werth 
▼on w einander gleich sein müssen, so hat mau: 

b=-l\ 2c»0; M^ii, 4e»0; 5/"»^ etc., mithinist: 

, ar» 1-8 ar* 1-3-5 j:^ 

arcsmiT =J?+i' -r- +::— r * -r- + + ... 

-'-ra 3 T-g^^ 5 2-4-6 7 

Diese Reihe ist eonyergent yon a?«0 bis ^»±1. Setzt man 
aresinjpstf, mithin äpsssinn, so ist in ttblicher Schreibart: 

, ^iri^ 11 1-3 sin*tt 
l. = 81U«+i.— +— • -5-+.... 



Nimmt man z. B. sinti»i, so ist tt«»^ mithin: 

?r_. . 1 1*8 1 

* 3.2»"*"2.4 FF"** 

Auf verschiedene Ausdrücke für die Zahl n kommt man in 
der höhem Mathematik sehr httnflg. 
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4A. 



Prämisse. Hat man irgend eine Function von einer zwei- 
theiligen Grösse, F(a+€)) sie möge in eine Reihe entwickelt sein 
oder nioht, so ist es, was den Differential-Quotieiiten dieser Func- 
tion anlangt, ganz einerlei, ob man den ersten Theil a oder den 
zweiten Theil t als veränderliche Grösse betrachtet.*) 

Um die Richtigkeit dieses an sich klaren Satzes noch an ein 
paar specielleti Beispielen zu zeigen, sei: 

y « (« + « a* + 4a»€ + 6a* f 2 + 4 a + f * (i) 

Betrachtet man nun a als veränderlich und € als constant, 
so ist: 

- 4 (« + f )» = 4(«» + aa«f + 8«€« + «•) 

Betrachten wir dagegen a als constant und ig als veränder- 
lich, so folgt aus der Gleichung (1): 

eil) 4 + = 4 («a + 3««« + 8«€« + €») 

also iü beiden Fällen die Dillerential-Quoti^uten einander gleich. 
Wäre (Analjsis ^ HO) 

Ol), 2/-=3in(«+f) = (a+ig)- ^"^"^J^" 
80 ist , einmal in Bezug auf a und einmal in Bezug auf ^ difie- 



rentiirt, 



(*).,c.,...,.,-i^«- 



*~ • • • • 



*) Es versteht sidi, dass in F(ct-f' die Qrössra a mid $ nur in der 
Isten Potenz und mit ^idien Coeffieientm vorirommen. Also lücfat etwa: 

etc, 

**) Durch die Klammer wird, nach Euler, ang^eutet, dass die Func- 
tion, nlmlidi in Bezugs auf a diffeotcntiirt wofden. 
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3. 



1.2 




1 +a + T-7; 




(D=-( 



l+a + 




) 



Ist ganz allgemein: yaF(<r + f), so ist nothwendig: 



48. 



Taylor'« Lehrsatz. 



Ist allgemein F(^) irgend eine Function von so ist im 
Vorhergehenden gezeigt (indem wir alle Arten Funetionen ein- 
zeln durchgenommen haben), dass, wenn man der verftnderüchen 
GrOese x ein Wachsthum, beilegt, wir dann die Function der 

iweitheiligen Grösse, nämlich F(a: + a) immer in eine Reihe 

entwickeln können . von welcher das erste Glied die Function, 
F(a;), selbst ist und die übrigen nach Potenzen von a fortöchreiten, 
so dass nämlich: 



und wo, wie wir schon wissen, die Coefficienten />, M, N 

Functionen von x sind. Auch ist der erste von ihnen schon 
bekannt, nämlich p=^W{x). Es handelt sich jetzt darum, auch 
die übrigen Coefßcienten M, N, . . . . zu bestimmen, welches aur 
Tollständigen Kenntniss der Reihe erforderlich ist. 

Da nun diese Reihe die Entwiekelung einer Function 70tt der 
zweitheil%en GrOese ^ + « sein soll, so mttssen für diejenigen 
WerCbe von x und a, für welche die Reihe, im Fall transcen- 
deot, convergent ist, aufolge % 42, die Differential-Quotienten, in 
Besag auf x und a genommen, einander gleich sein. Dies führte 
nun Taylor auf den nahe liegenden Gedanken, die nur vorläufig 
fingirten unbesümmteij Coei'iicienten ^, I^,. . . , durch einfache 
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DifferentiatioD tu bestiinmeii. Differentüren wir nftmlieh die 
Gleichung (1), indem wir w als yerfinderlich und a &Ib constent 
betrachteOf so haben wir: *) 

Differentiiren wir dagegen die Gleichung (l), indem wir jetzt 
umgekehrt x als constant und a als verinderüch betrachten^ so 

haben wir (weil ¥(x)y ;k N. . . . kein a enthalten, also aueh 

ihre Differeiitiule, in Bezug auf a, =« 0 sind) : 

¥'„{0! + «) =|) + 2Ma -1- 3N- + 4Q. a» + (s) 

Da nun [weil, §42, F^(^ -h «) Fjefa; + « )] beide Reihen 
(2) und (3) für jeden Werth von «, für welchen sie convergent 
sind, einander gleich sein müsseu, so hut uuui (Analj^s. % 6i): 

p = F'(x), was wir schon wissen. Ferner : 



1-2 
F"'Cx) 



1-2.3 
u. s. w. 



Ks ist iniüiiu ganz einfach und allgenieiu: 

F{»+«)-F(a.)+?^.«+^^.««+?5^.«»+ (4) 

oder, indem wir wieder ^ statt a setzen, in üblicher Schreibart: 

Ar^ A-TT ^ Ax* 

und dies ist nun die merkwürdige und höchst wichtige Taylor^ 
sehe Reihe, von jetzt an das Fundament der ganzen Differential- 
Rechnung. 



*) Darob E« wird aag^deolet, dass in Beao^ «of » differentürt worden. 



Digitized by Google 



45 



Anmerkung. Setzt man in (4) x — ^) und a^x^ so hat 
man wieder die Maclaurin^Bche Keihe, als specielleo Fall der 
Taylor^scheu. 

44. 

*) Folgender Zusatz zu dieser Ableitung der Taylor sehen 
Reibe wurde uns gelegentlieh Ton Gauss mitgetheüt: 

Man kann die Sache noch TOn einer andern Seite betrachten. 
Liegt nämlich eine gesetzmfissigc Reihe, wie: 

F(a?)+F(ar) . « +F"(a?j • ^ + h"\x) • .... 

vor uns, so müssen wir auch unigt'kehrt ihre Quelle (Summe), 
d. h. die Function, aus welcher hic entsprungen ist, und die wir 
jetzt nicht kennen wollen, wieder herstellen k(»nrien. 

Man setze die zu iindende unbekannte Function - U und, in 
der Reihe selbst, y — a statt or, was erlaubt ist, so ist: 

U=F(y-«) + «.F'(j^-a)+ -r'iy-aH • F"'{y -«)+... 

Betrachten wir in dieser Gleichung a als eine verftnderliche, 
von |f unabhängige Grösse und y als constant, und suchen den 
Differential-Quotienten in Bezug auf so ist: 



(: 



- = 



£b ist also^^^sO. Dies zeigt uns, dass die zu findende 

Function U von der Grösse a ganz unabhängig, mithin eine blosse 
Function von y, also t J - 'F(y) ist. Nun ist aber jf — a » x, mit- 
hin p^ce-ha^ folglich U » F(a; + a). 

45. 

Bei der Anwendung der eben entwickelten Taylor'schen 
Reihe, welche, so lange man in der Function ¥(x) die absolut 
veränderliche Grösse, wie bisher geschehen, ganz unbestimmt 
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läset, immer möglich ist, kann der Ksdl eintreten, dass für spe- 
cielle Werthe von :f, die aus der soDöt stetigen Function F(x) 
folgenden DiffereoUal-QuotieDten unendlich (unstetig) werden. So 

ist z. B., wenn P(a?) *=t/ii?«-a», also F'ix)^ -T ^ 

F"(») = -— — zrri etc., nach Taylor's Theovem: 



« • • • 



und man sieht, dass für jeden Werth von a;>ö, nicht nur die 
ursprüngliche Fuuctum V x'^ — a'^^ sondern auch säninitliche Dif- 
ferential-Quotienten stetig sind. Für den speciellen Werth von 
dPeaa aber werden sämmtliche Differential-Quotienten unendlich. 
Woher rührt diese Unterbrachung der Stetigkeit in den Differen- 
tial-Quotienten? 

Um den Grund einzusehen, warum dieser Ausnahmefall hier 
j ust fElr ag q» g eintritt, beachte man, dass die Function: 
V (a?+Aap)*— a*, wenn wir darin x den Werth a beilegen (in- 
dem es einerlei sein muss, ob man dies, vor oder naeh der Ent- 
wickelinicr derselben in eine Reihe, thut) sieh in {a-hAx)'- — a^ 
^{2ai^x+ilx'^)^ verwandelt. Dieser letztere Ausdruck lässt sich 
nun aber nicht in der geforderten, naeh ^ian/en, positiven Poten- 
zen von Asc fortfichreiteudeu Form eutwickeln, indem oiieubar: 

Diese Reihe enthält also gebrochene Jb^xpouenten, einen Ver- 
stoss gegen die Form. 

46. 

Wir bemerken hier ein fOr allemal : 1 . Dass die Differential- 
rechnung sich nur mit stetigen Functionen beschfiftigt, und dass 
namentlich bei Anwendung der Ta^^lor^schen Reihe, nämlich: 

F(a?-hAa?)«F(«)-|.F'(a?). AaH-F"(a;) -\- F'"(a?).-^ +.... 

1-2 1 '2*9 

oder, indem man, des einfachem Schreibens halber, h statt ^ setzt : 
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diese Reihe auf solche Wcrthe von j; besehiüiiixt werden inuss, 
für welche nicht allein F(jr), sondern nueh sänimtliche Derivirten 
F'(ir), F"(j')... . stetig sind, und alsdana tindet die Keihe, wie 
wir gesehen, immer Statt. 

2. Tritt eine Ausnahme ein, welches nur fUr ganz specielle 
Werthe yon w der Fall sein kann, so kann auch die DitFereutial- 
leelmung, wenigstens unmittelbar, keine Dienste leisten, und 
die Tajlor^sche Reihe, durch die Unstetigkeit der Differential- 
Quotienten, nur darauf aufmerksam machen, dass man einen 
solchen besonderen Fall auch besonders zu diseutiren hat. 

3. Wird in der TaylorVheu Reihe fiir einen speciellen 

Werth von x. von irgend einem Gliede an, ein Dille rential -Quotient 

uuendiich, so werden es auch alle folgenden. Denn bezeichnet Q 

p 

eine Function von a;, welche für ^ « a, Null wird und F^^^x 

irgend einen Diüerenüal-Quolientea , weicher also für x-a 
also 0, unendlich wird, so muss auch der folgende DilTe- 

reutial-Quotient, nämlich F" ^'(j?) ^^^^^^^ = ao werden, weil 

offenbar ftir denselben Werth von d?, ükr welchen der Nenner 
Q » 0 wird, auch alle höhern Potenzen von Q, » 0 werden. 

4. Sind alle Derivirten von ¥{s) stetig, so kann man Ao? 
immer so klein annehmen, dass die Taylor'sche Reihe, wenn euch 

transcendciit, docli iiotliwcndig cnnvcrui-nt sein nmss. Denn sei 
a der grösste Coeiücient in der Reihe, so wird, wenn man auch 
allen Gliedern dieeeu CoeiBcienten beUegt, die neue Reihe: 

^ - , Ax" ' a aAr" 



Ax— X 1 —Aa; l— A^r 

schon für jeden Werth von Ax<l convergent, um so mehr also 
die Taylor"8che Reihe (Analysis § Gl). 

5. Man kann in der Taylor'schen Reihe das Increment 
immer so klein annehmen, dass jedes Grlied, welches nicht Null 
ist, immer grösser wird, als die Sunune aller folgenden. Ist 
z.B. (bei stetigen Differential-Quotienten) der 1»^% F'Ca;), nicht » 0, 
so biaueht man A^ nur so klein zu nehmen, dass . 

A«>S A^ S 

r{s)hS>r'(x)^ + W"(xy^^+*'*' oder: 
F'(j7) > Aa; ^^+F'>.Aa?+- • - 
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was offenbar immer mOgUeh ist. Wem dies niefat unmittelbar 

einleuchtet^ der lege jedem CoefTicienten der eingeklammerten 

Reihe den Wertli des grüssteii (a) daiiu, bei, so kann man /Ix 
so klein nehmen, dasä selbst noch: 

1 - Aar» . 



l-AjT a 

und ob n endlieh oder unendlich, selbst noch: 



t -A^ a 

man braucht also nur Aap < ^ iüf? ^ zu nehmen. 

a+F'(^) 



47. 

Hat man also irgend eine Function einer absolut yeräader 
liehen Grösse, y = F(rp), und wächst x um das Increment A^, 
80 stellt fUr jedes für welche sftmmtliche Differential-Quotienten 
stetig sind, die Taj^lor^sche Reihe: 

Arn* 

. y+Ay«FCa;)+F(a?).A» + F"(aj)-— -+...• 

den neuen Zustand der Function, so wie das sehr merkwürdige 
Gesetz, nach welchem er aus dem alten hervorgeht, in klarer 
Uebersicht vollständig dar. 

Achten wir hier auf die Bedeutung der successiven Differential- 
Quotienten und ihre respeetiven Mitwirkungen, den neuen Zu* 
stand der Function aus dem alten zu erzeugen, so ist zuvor klar, 
dass, wenn der 1**« Differential-Quotient positiv ist, die Function 
das Bestreben hat, zu wachsen, und umgekehrt, wenn er nega- 
tiv ist (S 46, 5). 

Man kann deshalb, wenn man will, den Differential- 
Quotienten F'(;r) nicht unpassend das Bestreben der Func- 
tion nennen (zu wachsen oder abzunehmen, je nachdem er 
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positiv oder negativ ist.*) Weil nun aber F'(jr) wiederum eine 
Function von x ist, so ist dieses Bestreben nicht constant, son- 
dern mit X veränderlich.**) 

Wäre für einen speciellen Werth von a: dieser 1»** Differential- 
Quotient, F'(j:), = 0, 80 ist auch das Bestreben zu wachsen = 0 
und die Function filr diesen Werth von a: gleichsam stationair. 

Da nun, ausser dem Coefficienten F'(j:) auch die folgenden 
F"(a?), F"'(x) etc. auf das Wachsthum der Function intluiren, 
so könnte man wieder den 2'*" Differential-Quotienten das Be- 
streben vom Bestreben nennen etc. 

Der 1*'« Theil dieses Satzes lässt sich geometrisch versiun- 
liehen. Wir können nämlich der grösseren Anschauung halber 
den Verlauf der Function y-F(j), eben weil sie stetig fliesst, 
immer construirt und bildlich durch eine krumme Linie dar- 
gestellt denken. 



Sei deshalb AP = a:, MPr^y, 
PQ - Ax, NQ - y + At/. 



r 










In der Taylor'schen Reihe : 



p + äy^ F(x) 4- F'(j:) . Ajt -r F"(x) 



1-2 



• • • • 



ist nun, wie in der Einleitung (§ 11) gezeigt, der 1»*« Differential- 
Quotient F'(j:) die trigonom. Tangente des Berührungswinkels r. 
Ist also dieser 1»*« Differential-Quotient F'(a;) (= tg t) positiv, so 
ist offenbar der Winkel r spitz und die Ordinate MP wachsend. 
Umgekehrt ist es im Puncte V. 



48. 

•) Die in der Taylor'schen Reihe: 



1 • z 



*) Es ist auch hiernach einleuchtend, dass die DlfTerentiale aller Func- 
tionen, wie z. B. cos X, cota*, arccosor etc., welche mit wachsendem a> ab- 
nehmen, nothwendig negativ sein müssen. 

**) Nur in dem einzigen Falle, wenn F(j-)— ax+A, oUo F'(x) = a, ist 
dieses Bestreben constant und das Wachathum der Function (— fl.Ax) dem 
Incremente einfach proportional. 

LäbteD, InflniteiimAl-BechDaiig. A 
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auf ¥{m) folgenden Glieder, welche das Waehsthnin, MRb^^ 
der Funetion ron ^ Mb ^r+Aa? dantellen, nXmlieh: 



^ « F(a;)Aar+F'(a:)'. =-+.... 

lassen sich folgendermaösen in ein (iiied zusammenziehen (gleich- 
sam sunimiren). 

Zwischen den beiden Funeten M und N muss es offenbar 
einen so gelegenen Punct, m, geben, dass die durch ihn gedachte 
Bertthrungslinie tt' mit der Sehne MK parallel Ifiufb und folg- 
lieh mit der Abfleissenlinie einen Winkel bildet, dessen trigon. 

Taugente = ^ = ^ Abscisse Ae dieses Punctes tn 

IftsBt sich andeuten, indem wir au APajr noeh ein Stack Ton 
PQ B ^ hlnmlegen. Beedehnen wir dieses Stack Vb mit e /^x^ 
wo B ein echter Bruch ist, so ist die Abscisse des in Rede 
stehenden, zwischen M und N liegenden Punctes m, nämlich: 

Ac » 4- ftAx und die Ordinate me = F(ar + ßAx) und mithin die 
trigononietrische Tangeute des Winkels ^MK auch = ¥'{x + 6^)» 
Daher gewiss: 

^ - F'(a; + ÖAa?), folglich auch: 
^ = ^a?-F'(^+ÄAa:), mithin: 

1 • 2 

Es existirt also immer ein, wenn anch nicht uüiier anijehbarer 
echter Bruch, 0, so dass (jetzt von der Halfsfigur abatrahiit) 
allgemein: 

F(x + Aa?) = F(ap) + Aa?- F'{aj + Bäs) 
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Drittes Buch. 



Tangenten an Orthogonal- nnd PolarcnrveiL 



49. 

I. Orthogoial^Bdcihniifeii. 

DftB (sehon ia der EiDleitung besprochene und ekemeli aehr be- 
rühmte Problem der Tangentenziehimg, welches wir jetsl 
anfhehmen wollen, Ifis&t sieh nun durch Hülfe der 
Rechnung leicht yollstftndig lOsen. 

Sei nämlich ganz allgemein: 

(lie gesonderte*) Function einer krummen Linie, der Bogen HG 
ein Stüek derselben und }l{x^y) der gegebene BerübruQgspunct. 

Wir lassen nun (vergl. §$ 7, 6) die Abscisse AP = o; um das 
Stttck PQ«MRaAd? wachaen, dann fodert sich auch die Ordinate 
MP rxy um das StQck NK»^ und wir haben dann fitr diesen 
neuen Zustand der Ordinate, nach dem Tajlor^schen Lehrsats; 

y + - F(aO + F(aj) Afl? + MAa?« + . . • . 

oder: y + A^»|^ + ^A^ + MAa;^+.« »• 



Die iiicbt gesonderten (verwickelten) Fuucüouen wertieu wir später 
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Mithin für das Wachsthum der Ordinate: 

dy , Are* 

Ay = • Ajr + M. — — + 

^ dx 1-2 

Denken wir uns nun durch die Punete M, N eine Secante, SS', 
gezogen, so ist die trigonometrische Tangente des Winkels, den 
sie mit der Abscissenlinie macht, gegeben durch: 



ffa: 1-2 



1-2 



+ 




äy 



Dreht sich nun die Secante SS' 
um den Punct M, bis der Punct N 
mit M zusammenfallt, so kommt sie 
in die Lage der Berührunglinie TT'. 
Aus vorstehender Gleichung fallen 
dann aber (weil Ax bei dieser Drehung 
der Secante bis zu Null convergirt) 
alle Glieder rechter Hand, bis auf 



das erste = F'(a:), weg.*) Die trigonometrische Tangente des 
(ix 

Berührungswinkels r ist also nach den § 8 aufgestellten Gründen 
gleich dem ersten Differential -Quotienten. In Zeichen: 

dy:*) 



(ix 

tg T = 5^ ; ' cot T = -r 5 
(ix dy 



*3 Aus diesem Grunde, weil hier nämlicb nur die Grenze ^ gesucht 

Ay 

wird, welche der Quotient erreicht, indem Ax und also gleichzeitig auch 

Ay bis zu Null abnehmen, und deshalb alle in Ax multiplicirten Glieder 
rechter Hand wegfallen, kommt auch die Convergenz der Reihe und über- 
haupt der Taylor'sche Lehrsatz hier gar nicht in Betracht. Das Problem der 
Tangenten verlangt nur die Kenntniss des ersten Differential-Quotienten. Und 
dieser, er möge lür einen bestimmten Werth von x endlich oder unendlich 
sein, giebt immer richtig die trigonometrische Tangente des Berührungs- 
winkels T an. Ist dieser erste Differential-Quotient unendhch, so ist t = DO**, 
die Tangente steht senkrecht auf der Abscissenlinie ; . ist er = 0, so ist auch 
T = 0; die Tangente geht parallel mit der Abscissenlinie etc. Die Bemerkung 
1, §46 ist nur bei Anwendung des Taylor 'sehen Lehrsatzes zu beachten. 

*♦) Will man die durch den gegebenen Punct M(x,y) gehende Berührungs- 
linie durch ihre Gleichung ausdrucken, so seien «, € die Coordinaten eines 
beliebigen Punctea derselben, dann ist: (Höhere Geometrie § 44) 

^'-y = {a-x) tg 7, oder: 



j Google 



Aus den rechtwinkligen Dreiecken MPT iiiidMr^", in welchem 
letztern der Winkel N'MP offenbar =r ist, erhält man nun leicht 
die Subtaugente, Subnormale, Tangente und Konnale. Es ist 

nfimlich (höhere Geometrie | 44, G) — ^»cotr. oder — -7-, 

y ' u 

wurauö ^t^U*'j^' I^ftDn —y^+y^ woraus: 

Ferner S„=ytgT = y-^ und dann: N = y y ^"^V ^ / ^^^^ 
▼orkoDimenden Gebrauchs halber zusammengeBtellt: 



Aufgabe 1, Sine Bertthrungslinie an die Parabel bu ziehen, 
deren Gleichnng: 

Auflösung. Man hat hier zuerst: 



Für j7 B 0 ist ^ = OD . Die BerOhrungsUnie am Scheitel der 



dx 

Parabel steht also senkrecht auf der Achse. Ferner ist nach den 
obigen yier Formeln; wenn man darin für etc. ihre 

auf die Parabel bezOglicheo Werihe substitairt: 
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T-yV/l+(^)'='V'««V l+^-l^«B-l-4dr* 

K-y v/l+(^) = ^''W'- V'l+J-VWiSi 

Aufgabe 2. Eine Tangente an die Exponentialiiiite zu siehen, 
deten Oleiefaung: 

Auflösung. Man hat hier zuerst: 

äy ^ dm y l 

Fttr xsO ist ^ s 1, die Tangente schneidet die Abseissen- 

linie unter einein Winkel, t *^ 45°. Ferner ist: 



Die Subtangente Ist also Air alle Puoete dieselbe, gleich der 
loneardnheit, welche bei der ConstructioD der Exponentiallinie 
SU Grunde gelegt wird. 
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Die beiden Zeichen oder Differentiale ds^ ify^ welche bisher 

immer nur verbundeo, als ein einziges Zeichen, ~ zur üezeich- 

Bung des Differential-Quotienten in den entwickelten allge- 
meinen Formeln vorkommen, werden, des bequemeren Schreibens 
halber, manchmal von emander geschieden und in der Rechnung 

mit andern Grössen yerfloehten. Dies ist offenbar deshalb erlaubt, 

weil die DitFerentiale, wenn auch unbestimmt gelassene, dennoch 
wn^kliche, in bestimmtem Yerhältniss zu einander stehende GrOssen 

biud. (§12, lidkg.) Es ist aber einleuchtend, dass eine solche 

Scheidung nur eine scheinbare sein kann, und dasö, wenn durch 

arithmetische Operationen das eine der beiden getrennten Zeichen 

rfjr, dl/ eliminirt wird, das andere allein in den Formeln keinen 

Sinn mehr haben wUrde und sich also von selbst mit eliminiren 

muss. 

Whr nehnien sur Erläuterung die allgemeine Formel für die 
Normale an einer krummen Linie, nämlich (( 49): 



Dieser Ausdruck Itet sich erstlich auch so schreiben: 
N=y 1^.!^ , oder auch so: 



ist nun z. B. y^^ax die Gleichung einer krummen Linie, 

also dy^h\/- dx und subetitmren wir in yorstehender Fmad, 

^ ^ Ja 
um daraus dy au eliminiren, seinen Werth i \ ^ dXy so er- 
hält man: 

^-y — n ^— ite — 
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Ebenso folgt aus igT = ~^ dass (Trigonometrie § 100) 



8in T- 



äx dy 



Man sieht iiIbo, dass mau mit den Diflereutialen dj;^ äy^ als 
Stellv^reter von Grössen, auch arithmetische Operationpn vor^ 
nehmen kann. Dieselbe Bemerkung gilt von den hdheien 
Differential-Quotienten. 

58. 

*) Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass, wenn man 
in einer Function, ?/ = Ffj7), der absolut vtraaderlichen Grösse 
ein Incremcnt, zla;, beilegt, das Waehsthuni der Function sich 
durch eiiie nach ganzen, positiven Potenzen von fortschrei- 
tenden Reihe entwickeln lässt, n&mlieh: 

^ s» F'(jr) • zlr + MAa;* + Naz;» + 

Der hieraus folgende Differenzen-Quotient 

^ = F'(ip) +M^+ NAx* + • • ' . 

hängt von x und £ix ab^ nähert sich aber, wenn wir Ad? bis zu 
0 abnehmen lassen, einer bestimmten, nur noch von x allein 

abhängigen Grenze, -^aF'(ar). 

V 

Für diesen, aus der ursprünghchen Function abgeleiteten 
Grenswerth, den sogenannten Differential-Quotienten, haben wir 

als Stellvertreter ausser dem Zeiehen ¥'{a:) auch das Zeichen !lM 

in die allgemeinen Formeln eingeführt. 

Diese Methode, den Differential-Quotienten zu bestimmen, nach 

welcher nämlich das Increment l^x in der Reihe für ^ bis 

zu 0 abnehmen muss' und mithin die Differentiale iix^ dy wirk- 
liche Nullen sind, nennt man die Grenzmethode.. Sie ist 
Yollkommen streng und sicher und weil sie am populftraten ist, 
auch Air den ersten AnflUiger wohl am passendsten. £le gieht nun 
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aber noeh eloe aDdeie, naeh ibic« Biflnder beiiaoiite Leibnits*- 
Mhe oder Infinitesimal-Methode, nach welcher die Diffe- 
rentiale (ix ^ äy unendlich kleine Grössen bedeuten, und 
welche, namentlich in den zahlreichen Anwendungen der 
Intinitcsiiiial-Kechnung auf Naturwissenschaften, weit fmchlbarer, 
kürzer und auch viel natürlicher ist, als die schwerfälligere 
Grenzmethode, indem erstere die Mittel zu den zu erlangenden 
Resultaten gleichsam voransflelien läMt, weshalb sie auch von 
allen gioaaen Mathematikern) welche wirklieh etwas geleiatet 
haben, stets angewandt worden. Wir wollen Tersuohen, auch 
Toa dieser, freüieh sehr snbtilen Inflnitesimalmethode eine Vor« 
stellang zu geben, jedoeh alle Sfttae, die sich auf dieselbe be> 
ziehen, durcfagehends mit emem Sternchen beseiehnen, damit der 
Anftinger sie nöthigtinialls auch alle unbedenklich überschlagen 
and sich an die Grenzmethode halten kann, welche hier in den 
Anwendnnf^en der Differentiai-Kechnuug, der Sicherheit halber, 
immer voraufgeli^ suU. 

• 

03. 

*) 0ie Voretdhiag einer nnendlieh kleinen Oiasse entspnngt 
notwendig ans dem Begjriffe der Stetigkeit, den ein jeder 
Mensch hat 

Zufolge vnsers Yotstellungayermögens kOnnen wir eine yer- 
ioderliche (iiiessende) Oröese, a. B. die Abscisse AP»j:, auf 

zweierlei Weise um ein Stück, PQ ^Ajr, wachsen lassen, näm- 
lich durch unstetige und auch (iurch stetige Zunahme. 

Ich kann dem AP das Stück P(^> auf einmal hinzufügen oder 
auch den hundertsten TheÜ hundertmal, den millionsten Theil 
millionenmal etc. In wie viele bestimmte, also auch durch 
Zahlen angebbare Theile man aber auch PQ theilen und dann 
die sMmmtÜehen Theile einieln dem AP hinzufügen möge, so 
wird auf diese Weise die GrOsse AP doeh immer unstetig 
(sprungweise) waehsen. 

Lassen wir jetzt aber AP, von P bis Q, stetig waehsen, 
indem wir uns, der leiehtem Auflkssung halber, vorstellen: ein 
Punct besehreibe die Linie PQ, so kann ofTenbar kein /wischen 
P und Q liegender Zustand übersprungen werden, indem der 
beschreibende Punct durch alle möglichen, deshalb aber 
auch unzählbaren Zustande geht. 

Fragen wir nun: was ist, bei diesem stetigen Waehsen 
von P bis Q, die stetige (successive, allmflüge, augenbück- 
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liehe) Zimalkme der flieMenden GtOw AP^ so kttimen wir 
entens doch gewiss nieht sagen, dass sie Nichts, »0 ist; denn 
durch Hinsnfügung von lauter absoluten Kullen (Niehtsseu) kann die 
Grösse AP nicht wachsen ; zweitens können wir auch nicht sagen, 

dass bei diesem stetigen Wachsen die successiven (momentanen) 
Zunahmen der tlicssenden Grösse AP, Etwas, durch eine be- 
stiiüiiite, wenn auch noch so grosse Zahl, angebbares seien, 
weil ja in diesem Falle die Grösse AP nicht stetig, sondern 
sprungweise wüchse. Die Zustände, in welche der beschrei* 
bende Punct kommt, sind unzählbar und deshalb kann die frag- 
lich^ stetige Zunahme nicht angegeben werden. 

54. 

*) Mb ist also das Geseta der Stetigkeit, welches nns eu 

der Vorstellung drängt: Dass die successiyen Zunahmen einer 

stetig wachsenden Grösse zwar keine absolute Nullen, jedoch 
auch keine angebbare (wirkliche) Grössen, sondern der Stetigkeit 
halber wahrhaft einfach, d. h. untheilbar sind. 

Dieses übersinnliche, in unserm Geiste haftende, aber nicht 
angebbare Etwas nennt Leibnitz eine Infinitesimal- oder un- 
endlich kleine Grösse. Eine solche ist also nur ein Gedan- 
kending, oder Abstraction von aller an geh baren Grösse. 

Das Wort Grösse <^ fUhrt immer auf die Yoiatellung eines 
Quantums, dessen Verhältniss su einer beliebigen endUchen 
Einheit sich durch eine, wenn auch noch so grosse, jedoch be- 
stimmte Zahl muss augeben lassen. Da nun dies aber in Betreff 
des unendlich Kleinen nicht möglich ist, so fmden Manche 
das Wort ,.(t rosse« anstössig, nicht beachtend, dass das davor 
stehende Wort,' unendlich klein, diese Anstössi^iikeit aufheben 
soll. Man hätte das unendlich Kleine auch eine virtuelle Grösse 
nennen können, so wie man in der Mechanik von virtueller 
Geschwindigkeit spricht, um damit anzudeuten, dass keine actuelle 
(wirkliche) Geschwindigkeit Statt findet. 

*) Auf die Vorstellung einer Infinitestmalgrösse kommt man 
auch durch die Vorstellung einer in^s Unendliche gehenden Thei- 
lung einer endlichen Gtösse. Hierin geht also die llathematik 

noch weiter, als die Chemie, die bis jetzt uoeh immer bei ma- 
teriellen Atomen stehen geblieben ist, aber wohl nicht immer 
stehen bleiben wird. 
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In der Algebra | 329 lidbeo wjr an einem handgreifliolien 
Beispiele gezeigt, dass jede endliehe GrOme, z. B. die Lebens- 

dfluer eines Mensehen, durch forti^esetztes Halbireu zwar in eine 
unendliche, nicht nnc^ebbare Anzahl Theile eetheilt werden kann, 
jedoch die Theiluiig ein Ende nehmen musB und diiss der letzte 
Tiieil, obwohl von der absoluten Null verschieden, doch auch 
nicht mehr angebbar, sondern eine InünitesimalgröBse, ein Haa<^, 
ein Aogenblick ist. j^The inttnitesimal is tbe gbost of the de- 
parted qnanlity^^. 

BaM die Arbeit dieser unzKhligen Theilungen, die selbetrer- 
sttndlich nicht wirklieh, sondern, woranf es nur ankommt, in 
Oedanken ansmffelhren und dann keine endlose ist, ergiebt sieh 
auch folgendermassen : *) Jede so zu theilende endliche Zeit 
kann nian sich unter dem Bilde einer Luue, PQ, vorstellen und 
diese durch einen «»ich bewegenden Punct stetig be^chritben 
denken, womit dann, namlicli durch die mit zu Hülfe genoninicne 
Vorstellung der Bewegung, die sonst endlose Arbeit sogleich 
vollzogen ist. Der Punct halbirt die Linie PQ, wenn er in der 
Mitte ist und hat zugleich auch alte vorhergehende Viertel, 
Aehtel ete. halbirt. Dasselbe gilt olfenbar yon der folgenden Hftlfte. 

Wollte man nun behaupten, dass der letete der auf einander 
folgenden nuKtthlbaren einfachen Theile noch theilbar sei, so 
wflre entweder die Arbeit (der Lauf des beschreibenden Puneles) 
noch nicht vollendet, oder der Punct nicht stetig, sondern durch 
einen Sprung nach Q gekommen ^ and wollte man behaupten, 
dass der letzte einfache Theil absolut Kuli sei, so fiele man in 
die grosse Schwierigkeit, den vorletzten einfachen Theil in zwei 



Leibnitz wandte dieses in's ünendHche forlgeeelKte Tbdlen einer 
endBdien Grösse aueb auf die Ibterie an, um dadurch su den wshren Be- 
elBuiidtlieilen deree^ben zu gelaiigeD, und Her hart sagt darüber mxli Recht: 
«Noch ehe man durch den vorliegenden Klampen den ersten besthamtan 
Schnitt Iiindarcbgefiihrt, liegt die unendliche Möglichkeit am Tage, dass man 
diesen nämlichen Schnitt auf unendlich vielfache. Weise anders hindurch- 
fiüiren könnte. Iliemit ist wirklich die ganz.e, unendliche Theihmg auf ein- 
malvollzogen ; und man hat die letzten Theile erreicht, näiulich in Gedankpii, 
worauf es allein an kam. Diese letzteu Theile können keine Materie sein» 
(weil man sonst stets wieder von Keuem diese unzähligen liieiiungen un- 
zählige mal wiederholen mfisste, was ungereimt Ist). •Dtamas soills man 
non sogleich schliessen, wie schon Leibnitz schloss: Es ist ftlsdi, dsss dte 
Usterie sitletst wieder aus Materie bestehe; ihre wahren BestandfhetJe lind 
dnfteh (dnfoche Wesen, Substanzen, Monaden). Und so ist es der Wahriidt 
gflDiiSB.» (HertttrfS Hetbaph^dk.) 
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Hullen getheilt, ja das Gaoze durah fortgesetiles TMfen lein 
verniehtet bu haben und dann rttekwScis des Oanse aus k«t» 

Nullen (Nichtssen) wieder herstellen zu mflssen, wa» wir nkht 
können. Eine totale Vli luclitung; einer Grösse durch fortgesetztes 
Theilen ist ebenso absurd, als umgekehrt irgend eine Schöpfung 
an« Niehts. Deshalb ist es gewiss leichter, die hier fraglichen 
Theiie als absolut einfach, untheilbar zu denken. Wir können 
uns keine Zeit als den Vertluss von lauter Nichtssen, wohl aber 
als den Verfluss von lauter untheilbaren Augenblicken voistellen« 
£hie unendlich kleine Grösse, im absoluten Sinne ge- 
nommen, musB durchaus als absolut emfaeh (untheilbaT) gedacht 
werden , und eben deshalb ist sie auch nur ein Gedankending 
(nicht angebbar). Auch die Natur operirt mit Infinitesimalgrössen, 
jfj>ie Natur macht keinen Sprung^, und kann kernen machen. 
Alles wftehst, wird und entsteht nur nach dem Gesetoe der Bte* 
tigkeit. Und aus diesem Grunde ist die lülinitesimalrechnung 
für die Naturwissenschai'teu von so grosser Wichtigkeit und 
Kothwendigkeit. 

66. 

*) Denkt man sich eine endliche Grösse unter dem Bilde 
einer Linie, Fläche, Körper, durch Bewegung (FUessen) erieu|^, 
so kann mau sich dieselbe anch als aas untheilbaren Kiementen 
nisammen gesetzt denken. Wirft man dabei aber die Frage 
auf: wie viel solcher Elemente dazu erforderlich sind, so folgt, 
dass — ^ weil eine wirkliehe Grösse (die Linie PQ a. B.) in eine 
unendliche Zahl gleicher Theiie getheilt gedacht werden muss, 
um auf die wahren Elemente zu kommen — auch umgekehrt eine 
uiiciidliche (unangebbare) Anzahl solcher Elemente erforderlich 
ist, um eine wirklu h* (an^ebbare) Grösse zu erhalten, und dass 
dazu eine b es ti rti nt te , wenn anch noch so grosse endliche 
Anzahl (tausend, millionen etc.) nicht genügt. Ein solches un- 
theilbare Element oder auch ein bestimmtes endliche Vielfache 
desselben zu einer endlichen Grösse hinzugedaeht, kann das 
eigentliche Quantum derselben nicht um eine angebbare 
Grösse ftndem, sondern nur das geringere oder grössere Be- 
streben sa wachsen andeuten. Deshalb werden anoh alle die 
Grössen, die endliche VieUhche des untheilbar gedachten Ele- 
ments enthalten, dennoch — weil nicht angebbar Infini- 
tesimal — oder unendlich kleine Grössen genannt. Auch diese 
sind also nur in Gedanken theilbar, jedoch nicht wieder in's 
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Unendliche, weil sie ja nur als endliche Vielfache des untheil- 
baren Elements in Gedanken existiren. 

57. 

*) Consequenterweise folgt hieraus, dass von unendlich 
kleinen Grössen derselben Art die eine beliebige mal grösser 
oder kleiser sein kMin, als die eiidere, und dass man deshalb 
das unendlieh Klebe nicht immer absolut nehmen muss, d. h. als 
wenn es nicht noeh kleiner gedaeht werden konnte oder gedacht 
werden mttsste. Dasselbe mnss offenbar auch Ton den sogenann- 
ten unendlich grossen Grössen gelten. Die unbegrenzt gedachte 
unendliche Fläche z. B., welche zwischen zwei endlosen Paral- 
lelen liegt, muss bei einem m mal grössern Abstiuide dersclhcn 
auch m mal i2:r()sser gedaeht werden. Die unendliche Anzulil 
untheilbarer Elemente, welche eine endliche Grösse enthält, 
muss bei einer gleichartigen m fachen Grösse auch m mal so 
gross sein. 



*) So wie es also verschiedene endliche Grössen dersel' 
ben Art giebt, so können wir uns auch verschiedene gleichartige 
unendlich kleine und unendlich grosse Grössen denken, die gleich 
wie die endlichen jedes beliebige Verhiltniss zu einander haben 
und aus diesem Grande arithmetisehen Operationen unterwoifSen 
werden können. Sei a.B»s 

die Gleichung einer graden Linie, bei wel« 
dwr als^ für jeden Zustand der Abscisse 
Sy die nigthörige Ordinate jf immer dreimal 
80 gros» wL Wnd die Abseisse s unend-» 
Ueh, so wird es aueh die Ordinate, obgleich 
dock beide utndlith grosse Grössen ver- 
sehfteden gedaeht werden mttssen. Denn, 
yermöge der Beziehung zwischen beiden 
veräuderlichen Grössen , wird für j7 = qo , 

y _3«oo 

X 




00 



3. 



Lassen wir die Abscisse AP = jc um PQ==Aaj wachsen, so 
w&ehst die Ordinate MP um das Stück l^ß»^ und es ist: 

y + zbj^ = 3 (a?+^), woraus ^ = 3^, folglich ^=3. 
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Stellen wir uns nun vor: Die Ordinate NQ bewege sich, 
parallel mit sich selbst, gegen MP hin, so werden die Seiten 
des bei R rechtwinkligen Dreiecks NMR immer kleiner und 
kleiner, dennoch aber stets in demselben Verhältniss zu einan- 
der bleiben. 

Denken wir uns nun dieses Dreieck so klein geworden, dass 
es nicht mehr kleiner werden kann, ohne gänzlich zu verschwin- 
den (absolut Null zu werden) — in welchem Zustande (Moment) 
es das characteristische Dreieck genannt wird — so werden 
nach dem Vorhergehenden seine Seiten zu Infinitesimalgrössen, 
die aber in diesem verschwindenden Zustande, wo von angeb- 
barer Grösse nicht mehr die Rede sein kann , doch immer noch 
dasselbe eben erwähnte Verhältniss zu einander haben. Denkt 
man sich hiebei die unendlich klein gewordene Cathete MR als 
untheilbar, so können nach § 57 die andere unendlich kleine 
Cathete sowohl, als die unendlich kleine Hypotenuse, in Gedan- 
ken noch als theihbar gedacht werden; die gleichsam in einem 
Punct verschwundene unendlich kleine Fläche des characteristischen 
Dreiecks aber kann dann nach der Abscissenrichtung, d. h. durch 
eine mit der Ordinatenachse parallele Linie selbst in Gedanken 
nicht mehr getheilt werden. 



59. 




*) Dass eine in^s Unendliche gehende Theilung, wenn man 
dabei die Vorstellung der Bewegung mit zu Uiüfe nimmt, als 
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wirklieh Tolleodet und das ktste Glied als unflieilbar gedaebt 

werden muss, zeigt auch folgendes Beispiel. 

Sei ABC ein bei A rechtwiukliges gleichschenkliges Dreieck 
und AB = AC — 1 , folglich BC ^ [/2. Denkt man sich, von A 
ausgehend, in einerlei Drehung die Perpendikel Al, 12, 23 etc. 
in iuünitum gefallt, so sieht man erstlich, ohne alle Rechnung, 
dass die Somme s aller dieser unzählbaren Perpendikel gleich 
der Hypotenuse plus der einen Cathete, also i » 1 + v/^ - ^^'^ 1*^ • * 
sein miisB. Denn das Iste, 8te, 5te... Perpendikel ist gleich 
1) h i)*-* der Hypatennse und das 2te, 41«) 6te... Perpendikel 

gldcb 4) ii ft) Catbete.*) Ein Punet, mit der Ge» 

sebvrindigkeit = 1 , würde sie alle in weniger als 2} Secunden 
duiefalaufen und die scbeinbar unendliche Arbeit in dieser Zeit 
rollenden. Dass die Arbeit ein Ende nimmt, folgt auch noch 
daraus, dass man die Coordinaten £c,^ dos Ortes angeben kann, 
wo der, die Perpendikel beschreibende Punct wirklich liegen 
bleibt, indem die Seiton d^r piit^tphenden Dreiecke unendlich 
klein, die Catheten untiieilbar werden und deshalb eine weitere 
Perpendikel fäll ung nicht mehr Statt findet. 

Die Seiten des Dreiecks 6, 7, 8 sind denen des Dreiecks 
BGA parallel. Dasselbe gilt von den folgenden Dreiecken 14, 
15) 16; 22) 23) 24 efe. Die Seiten des Dreiecks 6) 7) 8 sind 
oflfenbar ^ yon den Khnlicb liegenden Seiten des Dreiecks BCA. 
Ebenso sind die Seiten des Dreiecks 14, 15, 16 wiederum 
Ton den Seiten des Dreiecks 6, 7, 8 etc. etc. Die Catheten der 
Dreiecke 6, 7, 8; 14, 15, 16 etc. sind also, weil AC^l, be- 

xiehungsweise : ♦ • . «in inf. Die yon A aus auf AO 



*) Will man diese Samn» t ditrcih Becfanuog finden, so bat mSa (wdl 
AC»1): Alscos45*; 12»60fi«45; 28»60B»45ete.,ib]gUGfaCA]gebn$2&4): 

« = C08 45 4- cos' 45 -f cos-^ 45 +. • • .in inf, 

coflOP45— C03 45 
*^ 00645 — 1 

Das ernte Glied im ZSUer ist eine Infinitedmalgrösse und kann naeh 
S 5<i das Qnatttum der eodUdiieo GrjSese ^cos 45, niciit ändern, daher, was 
das hier fragliche angebbare QoSHlDm betrifil, gana genau: 

cos 45 sin 45 'J.sin 22^. cos 22i 

*^1— co8 45~l — coß45~ 2.8in' 22i 

f»oot22i«» 2,414.... 
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gemesscDe Abscisse de» Punctes 8 ist (weil AC = J) offenbar 
113 

— = — . 1. Ebenso ist die Abscisse des Punctes 16, von 



2 



3 



1 



8 aus auf 8,7 gemessen, = — . — etc. Folglich die fragliche 
... 810 
Abscisse : 



X 



8 8 



ig"*" 8 



16« 



x = — und ebenso y= 4"« 
5 o 



• • in Inf. 



60. 

*) Um die Vorstellung von den Infinitesimalgrössen noch 
mehr aufzuhellen und zu zeigen wie Leibnitz sie mit glän- 
zendem Erfolg als Ilülfsgrössen gebraucht , indem er sie, 
gleichnissweisc wie ^ — \ ^ consequenterweise und als wenn es 
wirkliche Grössen wären, allen aritlimetischen Operationen unter- 
wirft, haben wir uns zuvor noch über die richtige Deutung der 
aus solchen Operationen hervorgehenden Resultate, in welcheu 
die unendlich kleinen Grössen potentiirt^ mit einander multiplicirt 
und auch mit endlichen Grössen combinirt vorkommen können, 
zu verständigen. 

6L 

♦) Rechnen können wir nur mit Zahlen. Da wir diese 
aber, statt durch Ziflern, auch durch proportionirte Linien aus- 
drücken können , so kann man auch jede gesonderte stetige 
Function zweier veränderUchen Grössen, und von solchen ist 
vorläufig nur die Rede, nämlich: 

yl=F{x) 

immer bildlich durch eine ent- 
sprechende krumme Linie dar- 
stellen. 

Sei deshalb AP = j:, MP = 
PQ =«Aj, NR = , so ist, wie 
in §§ 10 und 11 gezeigt: 
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Stellen wir uns nun vor: die bis zur BerUhrungslinie ver- 
längerte Ordiiiate rücke, parallel mit» sich selbst, gegen 
MP hin, bis die Seiten des mit MPT ähnlichen Dreiecks VRM 
unendlich klein werden und das verschwindende Dreieck crM 
ein characteristisches wird, so mUssen in obiger Gleichung von 
den in AdT) Lx*^^ etc. multipUcirten Gliedern, weldie 

Leibnitz sur Abkürzung des Vortrags unendlieh kleine Grössen 
erster, zweiter, dritter etc. Ordnang nennt, alle Glieder, 
von der zweiten Ordnaug an, als nur rein formell, in der 
Wirkliebkett aber nieht ezistirend, wegfaJlen. Denn ob man 

eine unendlich kleine Grösse i^«»^, formell durch eine un* 

endliehe Zahl (oo) dividirt, oder mit sich selbst multiplicirt^ 

^a B ^ , das ist einerlei. Da wir nun bier aber den unend- 

lieh kleinen Unterschied der Ordinate MP = y von der unmittel- 
bar (stetig) folgenden Ordmate ausdrücken wollen, so fordert 
offenbar da« Gesetz der Stetigkeit, sich AdP als untheiibar zu 
denken, weil eine wirkliche (angebbare), wenn auch noch so 
kleine Grösse Uieilbar ist und einen Sprung hervorrufen würde. 
Kanu aber Aa? nieht mehr kleiner werden, ohne gftnzlich sn 
versebwinden, was es nieht soll, so kann in diesem kleinsten 

verschwindenden Zustand Aä? nicht weiter getheilt, also auch 

mebt ndt sieh selbst multiplicirt werden, weil dies ja eine 
fernere Theilung involviren würde. Ohnehin ist es ungereimt, 
eine schon als unendlieh klein gedachte Grösse in demselben 
Sinne nochmals wieder in unendlich viele Theile zu theilen 
und diese Theilungen. im Fall in vorstehender Gleichung die 
Anzahl der in Potenzen von Aj; multipUcirten Glieder eine im* 
endliche ist, unendliche mal wiederholt zu denken. 

Um das Gesetz der Stetigkeit zu befolgen, muss in der 
Diffetenzengldehang : 

die Gidsse nothwendig unendlich klein werden und dann die 
in Potenzen von Ao? multipUcirten Glieder, welche in diesem 

FaD in der Gleichung keinen Sinn mehr haben, nothwendig weg- 
fallen, oder wie Leibnitz es mit andern Worten ausdrückt: 
In einer Summe unendlich kleiner Grössen verschwindet eine 

ItfibccDf iBflaiteflioMtl-flechnung. _ 
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aacndlM ki^iM Gttoe h(Aerer Ordsang gege« die cin^ nMeni 
Ordnung, ilso N«A£r' gegen Majt* und Ma/t« gegen püix. 

Das, wegen des Gesetzes der Stetigkeit, im Geiste nuch haften 
bleibende erste Glied pi\x nennt Leibuitz das Differential 
der Function F(a?) und bezeichnet es, weil y Stellvertreter dieser 
i^'unction ist {y — F(x)), mit dy. Ebenso nennt er i\x^ in dem 
yerschwindenden Zustand gedacht, *) das Differential der unal»- 
hängig veränderlichen Grösse s und bezeichnet es, um die^^en 
Zustand ansudeuten, mit dx^ so dass also die aus obiger Diffe- 
itDBengleiduing henrofgehende und das Gesete des s t etige D 
Forftsehritls ausdrllekende Diffeientialgleichttiig gans genau: 

ist. 

Ein Bweitei Grund, dass in der Differeuengleichung, 
wenn man das Incremeol; Aa?, mithin auch bis au InfinitesuBal* 
grossen (Differentialen) dx^ dy abnehmen Ifisst, nllmlich in der 
dann so zu sehreibenden Oleiehung: 

die sogenannten unendlich kleiuen Grossen liuherer Ordnungen 
nur rein formell enthalten sind und wejjfallen müssen, ergiebt 
sich auch, wenn man, um das Yerhältniss des blossen Wachs- 
thum-Bestrebens beider veränderlichen Grössen |f am er- 
ludten, beiderseits durch dx dividirt. Es ist dann: 

^«p + Mite + N<to« + 

dx 

Im Redmungsresultat ist nun p eine, durch einen gegebenea 

Werth von völlig bestimmte GrOsse (§46, 1 und 2), deren 

Quantum, zufolge §50, nicht durch die unendlich kleine Grösse 
erster und viel weniger durch die einer höhern Ordnung geän- 
dert werden kann, so dass also auch hiernach, nämlich nach 

I 56, ganz genau ^^==p, woraos dann wieder, in anderer 

Schreibweise: dy^pdx» 

*) Newton sagt: Man muss sich die verschwindenden Grössen, z.B. 
die Seiten eines characteristischen Dreiecks, nicht denken, bevor sie ver- 
schwinden, such nicht, nachdem sie Terschwunden, sondern im Moment 
des Verschwindenfl selbst 
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Man kann auch noch so schliessen: Aus demselben Grunde, 
wie lAfix gegen muss auch Nrfic' gegen Mdx verschwinden 
e(e. j denn es ist: 

]fW^+ N^« « (M + Hdx)dap 

und hier verschwindet in der Klammer, nach $ 56, die Infinite- 
simalgrdsse gegen die endliche Orösse folglieh aueh 
Nifo« gegen Mi<!ir. 

Obwohl die gleichzeitigen unendlich kleinen Zunahmen der 
if<m dhander ahhitngigen CMsoen nftnüieh Ihre Differen- 

tiale HiC^ dy^ nicht angebbar sind, so kOnnen wir doch, wenn 
ysaF(ar) gegeben, für jeden Werth von x ihr Verhftltniss cu 

einander, d. h. den Differential-Quotienten ^ angeben und darauf 
kommt es immer nur an. 

Die hier zusammengehörigen Diirerentiuie der absolut und 
abhängig veränderlichen Grössen, nämlich dx. dy^ heissen auch 
unendlich kleine (Tio^seu einerlei (erster) Ordnung, obgleich 
die eine bcliebiiie mal griKsscr poin kann, als die andere, was 
ja von der Beschaffenheit der Function y — F{x) und dem Werthe 
YOn w oder der Lage der BerUhrungslinie abhängt. 

63. 

*) Giebt die Gleichung constmirt eine krumme 

Idnie^ 80 ist dtfl Wachsihumbestreben der Ordinate TerSnderlich. 
Wir wollen hierbei drei Falle besonders hervorheben. 

1. Wäre in der Differential-Gleichung: dy = p'dx^fni'('n\en 
bestimmten Werth von 07, der Differeutial-Coefficient p ein echter 
Bruch, hatte man z. B. die Gleichung der graden Linie p^^x^ 
woraus: dy^\'da; und man wollte hier ^/j? als absolut untheil- 
bar denken, so muss man, weil dann eine weitere Theilung 
nicht möglieh ist, die Multiplication des Differentials dx mit 
einem echten Broch, als eine bloss angedeutete Rechuungs- 
opmlkii betiBchten, die verzogen werden sollte, wenn dx noch 
ikeilbaar wftre. So sind doch |/ 1 etc. auch nur angedeu- 
tete Operationen, die* gar nieht rollasogen werden können. 
Sa hiesBe offenbar der Matiieatatik Fesseln anlegen, wenn maa 
la rein formeller Hinsi^t solehe nur angedeutete, wenn auch 
unausft&rbare Operationen verbannen wollte. Da wir aber ein- 
mal, der leichteren AuÜassung halber, die Vorstellung der Be- 
wegung mit hereingezogen haben, so kann man auch noch, 
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mit Newton, dea Begriff der Qeaohwindigkeit mii za Hülfe 
• nehmen und die Differentisl-Gieiehung: äy=i:^ aneh so deuten: 
' das WaehsChumbestreben der Ordinate Ist nicht so gross, als das 
der Abscisse oder, was dasselbe sagt: die Geschwiudiii^keit (Inteo- 
sitat), mit welcher die, parallel mit sieh selbst fortgleitende 
Ordinate die absolut untheilbar gedachten Elemente der Al»>( issen- 
linie durchläuft, ist nicht dieselbe als die, mit welcher sich der, 
die krumme Linie beschreibende Puuct in der OrdiaateDrichtung 
bewegt (ADal. Geom. pag. 19, 3). Hieraus erklärt sich auch, wes- 
halb die an Grösse noefa so verschiedenen Seiten eines Dreieoka 
doeli gleichseitig in den yerBchwindendeu Zustand kommen, indem 
da« Dreieck aich in ein charaeteriatlBohes rerwandelt. 

Zufolge t 56 18t es aber auch gar nicht ntVthig, sich die dne 
der Busammengehdrigen unendlich kleinen Grössen dae^ äy iin 
absoluten Sinne, als untheilbar, zu denken, wefl ja ein end- 
liches Vielfache eines solchen Elements noch kein wirkliches 
(angebbares) Quantum giebt. 

2. Wäre in dy-p-ds^ für einen bestimmten Werth von or, 
der Differential-Coefficient «0, so würde dies bedeuten: Die 
Ordinate hat an dieser Stelle gar kein Bestreben su wachsen; 
ihr oberer Endpunct geht auf einem unendlich kleinen Weg ±d^ 
mit der Abedssenlinie parallel. 

3. Wäre eiidlR-h in dy — p'dx^ für einen besonderen Werth 
von my der Dilferential-Coelficient p, » oo , so würde das bedeuten, 
dass das Element der krummen Linie (welches, wie $ 66 gezeigt 
werden soll, grade ist) an dieser Stelle senkrecht auf der Ab- 
BOissemiehtung steht. 

61 

•) Wir können deshalb auch, ohne in Widersprüche zu 
gerathen, mit den znsammeugehörjgeii Inünitesimalgrössen in 
formeller Hinsicht, wie schon § 52 gezeigt, arithmetische Opera- 
tionen vornehmen und dabei das DiiTerential der absolut ver- 
änderlichen Grösse, obgleich es, wie gesagt, gar nicht noth- 
wendig ist, dennoch, da Einfachheit halber, immer als absolut 
untheflbar annehmen. Die durch solche Operationen entstehende 
Gleichungen werden immer von selbst homogen, d* h. keine 
unendlich kleine Grossen Terschiedener Ordnungen enthalten, 
weil ja die höheren gegen die niederen wegfallen. Uebrigens 
haben wir schon angedeutet, daiis der Ausdruck: unendlich kleme 
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Cfrötten hdlierer Ordmingeo mur dae Redensart isl, weil es 

selbst für die kühnste Phantasie unmöglich und ungereimt ist) 
eine unendlich kleine Grösse, /. 1>. das Eltuient einer Linie, 
Zeit (Pu)iet. Aue:enblick) nochmals wieder in unendlich viele 
Theile zu theilen und, wohlgeuierkt, solche Theilungen uneud* 

liehe mal wiederholt su denken ^^s?^. In den vorkommen- 

den Ausdrucken -r^ und -r- iät weder der Zähler, noch der 

Nenner ein unendlich Kleines Ordnung. Ersterer Ausdmok 
deutet in oonyentioDeller BehreibwdBe eine nmalige Operatimi 
und ebenso der «weite die fi** Potens einer endlichen Grösse p 

•n, indem £ = (1)"-^-. 



65* 

*) In rftumlicher Hinsicht jedoch) aber auch nur rftumlieh, 
Isssen sich unendlich kleine Grössen von der zweiten und dritten 

Ordnung, aber auch niciil weiler, geometrisch deuten, oder 
ihnen ein Substrat unterlegen. Man kann sich nämlich aus den 
unendlicli kleinen Seiten eines characteristischen Drt it c ks characte- 
ristische Quadrate, Rechtecke, Guben, Prismen construirt denken 
(däP*> </y*, äwdy^ dx^ etc.). Die Ordinate MP=y bildet mit 
der unendlich kleinen Abscisse dx ein unendlich schmales Recht- 
eck, (y*^)) welches [wir wieder, jedoch nur in der Richtung 
der Ordinate, in unendlich viel^ unendlich kleinere Rechtecke, 
{d»*dy)^ getheilt denken kdnnen, wo dann y»dm eine unendlich 
kleine FllUihe. erster und dkß'dy zweiter Ordnung wäre. Ein 
unendlieh dttnnes Prisma kann mau sich nach zwei auf einander 
senkrechten Riclitungen in unendlich kleine Prismen zweiter und 
dritter Ordnung getheilt denken , wie es später die integral- 
Recbnung wirklich thut und thuu muss. 



66. 

*) In dem verschwindenden characteristischen Dreieck tM 

(5 _ behauptet Leibnitz ferner — Mit das unendlich 
kleine Element Mp der krummen Liiuc oder das DiHeit^iitial der- 
selben, weiches er mit ds bezeichnet, mit der Berilhrungslinie 
am Puncte M ganz genau zusammen und muss folglich auch als 
wirklich g ra4e betrachtet werden, so dass also die Berührungs- 
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linie TV nichts anders, als die Verlängerung dieses Elements ds 
ist. Auch dieser für die Folge wichtige Satz lässt sich recht- 
fertigen. 

Zwei unmittelbar d. h. ohne Zwischenintervall auf einander 
folgende untheilbare Elemente (Kürze halber Puncte genannt) 
mUssen nothwendig, weil aneinander, in grader Linie liegen. 
Drei unmittelbar (consecutiv) auf einander folgende Puncte können 
zwar auch noch in grader Linie liegen, jedoch auch so arran- 
girt sein, dass die dadurch gehende Linie gebogen, ja selbst 
geknickt ist, so dass die durch die beiden ersten Puncte be- 
stimmte Richtung nicht nothwendig durch den dritten Punct geht. 
Soll ein sehr kleines Stück einer krummen Linie gebogen sein, 
so muss offenbar zwischen den beiden Endpuncten wenigstens 
noch ein Punct (Element) liegen, um welchen die Biegung 
geschah. Hieraus folgt nun aber, dass man ein unendlich 
kleines Stück einer krummen Linie (indem man nöthigenfalls 
zwei an einander liegende Puncte dafür nimmt) als wirklich 
grade betrachten kann. 

67. 

•) Weitere Ueberlegung zeigt, dass bei verschieden ge- 
krümmten Linien die Elemente (Differentiale) , welche man als 
grade betrachten kann, au Grösse sehr differiren und deshalb 
ebenso, wie die unendlich kleinen Seiten im characteristischen 
Dreieck, jedes beliebige Yerbältniss zu einander haben können. 

Beispiels halber denke man sich mit ver- 
schiedenen Radien concentrische Kreisbögen, 
DE, FG«.-, beschrieben und durch die 
beiden Puncte a, b des ersteren die Radien 
CH, CK gezogen. Die beiden Puncte a, b 
denke man sich zuerst aneinander liegend, 
so dass, nach dem Vorhergehenden das Ele- 
ment ab gewiss grade ist, so brauchen offen- 
bar, damit auch HK für grade genommen 
werden darf, die beiden Puncte H und K, wegen der geringeren 
Krümmung des Bogens FG, nicht aneinander zu liegen. Denn 
füllen Sehne und Tangente mit dem Element ab zusammen, so 
muss es auch, der Aehnlichkeit halber, mit HK der Fall und 
folgli<-h auch das grössere Element HK grade sein. Was aber 
vom Bogen HK gilt, gilt sofort auch vom Bogen oö, indem man 
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flSdi noeh mit immer kleineren Badien eoneentriscfae Bögen ans 
G beaehrieben denken kann. Wfire der Radi«s nnendUeh gross, 
80 würde das als grade zu betrachtende BogenstOok eine endUobe 

Grösse sein können. 

Hieraus erklärt sich nun auch, weshalb man in der Elementar- 
Geometrie nothwendig auf ganz richtige Resultate kommen muss, 
indem man sich den Kreis als Summe von unendlich vielen 
Dreiecken, femer das Stück DFG£ eines Kreisringes, oder die 
Mlbßnfläche eines abgekürzten graden Kegels, ab Summe von 
lljU^eb n<el^ Trapezen von nnendliob kleinen graden Grund- 
]i|lf^l,^l(IPit^, jZogleicb leuchtet aneb ein, daes sieh die ChröMeii 

ala 4|ta4e au betrachtenden Elemente ▼ersehiedener Kreis- 
bögen wie ihre Radien und ebenso die als eben zu betrach- 
tenden ähnlichen Elemente verschiedener Kugelflächen wie die 
Quadrate ihrer Radien verhalten. Deshalb muss auch von der 
Oberfläche einer grösseren Kugel mehr Licht reflectiren, als von 
dar einer kleineren. 

68. 

*} Im Vorhergehenden haben wir nun die Principien mit- 
getbeiit und zu erläutern gesucht, durdi deren Vermittelung 
Leibnit^ die eigentliche Infinitesimal-Recfanung erfand und be- 
gründete. Das erste Erfordemiss war ofifenbar, die aUgemeinen 
Regeln zu finden, nach welcher man yon jeder Function, {y^'Fx)^ 
das Di£ferential {dy = p- dx) angeben oder dieselbe düFerentüren 
kann. 

Da die Analysis, namentlich die Theorie der unendlichen 
Reihen schon bekannt war, so hätte man diese zunächst erfor- 
derlichen DifTerentialformeln auf dieselbe Weise ableiten können, 
wie die Grenzmethode es thut, jedoch etwas kurzer, weil ja 
nur das sogenannte nuendlich Kleine erster Ordnung in Betracht 
kommt. Die Differentiale der trigonometrischen Functionen 
konnte Leibnitz durch die Annahme, dass die Differentiale 
keine wirkliche (messbaze) Grössen sind, sondern, als reine Ge- 
dankendinge, nur das Bestreben eine solche zu werden aus- 
drucken, und dass das Element einer krummen Linie (von aller 
angebbaren Quantität abstrahirt) als grade betrachtet werden 
muss, dnrch unmittelbare Betrachtung der Statt findenden 
Verhältnisse der Differentiale üuden^ wie folgende Beispiele 
zeigen» 
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•) Sei ftr 0A«1, Üt » d?, 
MP = y, also erstens : 

y es sin dp 

Lassen wir nun die absolut Ter- 
änderliche OrOsse x nicht sprung- 
weise, sondern, wie es der eigen- 
thandiehe Chuaeter der Infinite- 
simal-Rechnung (das Gesets der Stetigkeit) Immer fordert, stetig 
waehsen, d. h. In Gedanken in den nn mittelbar folgenden 
Zustand kommen, so dass im ebaraeteristischen Dreieck erM. 
sofort Mf> » dx das Differential vom Bogen jr und vr = //y das 
Differential von y, d. h. von sinar ist, so hat man, weil 
rMr = öMP, CP = cosjr und ArrMcßACMP, ganz einfach 
Hf» : «r » CM : CP, d. i. dx : äyl : coax^ woraus: 

oder, weil «»C, trigonometrisch noch kOner er »Mo* cos C, 
d. i. «fiyecostfriSr. 



2. Um das Differential der Function : 

y sCOS« 

zu erhalten, wo also für AM = jr, jetzt CP = y und Mr = — r/y 
ist ($20, Amkg.}, bat man trigonometrisch sogleich unmittelbar: 

3. Sei femer; 

wo also jetzt Mr = <te, AT»y, TR -dy ist. 

Denkt mau Tk concentriseh (parallel) mit Mt> beschrieben 
und MP aufwUrts verlängert, so bildet diese Verlftngerung mit 
dem Element He einen Winkel, der den Winkeln bei T, t und 



C gleich ist. Da nun CT = 



1 



cos^ 



und (S 67) Ml? : Tä=. I ; CT, 



woraus: Tk=^CT'(ür=^- 



dx 



ferner TH 
dx 



JT* 
Cosa? 



, d. i. 



COS*d? 



Digrtized by Google 



7$ 



4, Bs Mi: 

also jeUt XStoy, MP = a?, CP=»V^l~a?«, t?r =/far, Mi? = //y. 
Weil nun aM^tod aCMP, so ist äy : dx^l :V^1 -a;^, woraus: 

5. Sei noch: 

also jetzt iJt"^, AT»a?, THe/to, Mr-fl^ CT==vT+ir 
Da nun Mp : Tifc = 1 : CT, so ist T k=äy- [/l -f g»; ferner ist: 
TH : T*- CT : CA, oder da; : tfy- V'l -V^l+a?« : 1, woraus: 



70. 

*) Naebdem nun die nötliigen DifTerentialfonneln gefunden 
waren, um jede gesonderte Function differentiiren zu können, 
schritt Leibnitz jetzt zu den vielfachen Anwendungen der In- 
finitesimal-Rechnung und zwar zunächst zu dem, ihre Erfindung 
Teranlassenden Problem der Tangenteuziehung, welches er durch 
unnittelbare Betrachtung und Benutzung der Differeoliale, welche 
Dur als Httlfagrössen auftreten und immer wieder aus den durch 
sie gewomienen Besultaten eliminirt werden, auf folgende Weise 
ganz eiofaeli Wie, 

Da die durch M gedachte Berahrungalhile Tr wenigatens xwei 
Elemente mit der krummen Linie p = F(jr) gemeinaam hat 
({ 63, 2} und alao daa eharacteristische Dreieck «rM mit dem 

Dreieck MPT ähnlich und rMr -» t 
ist, so hat man für den durch seine 
Coordinaten bestimmten Punct M zur 
Berechnung des BerUhrungswinkels 

r unmittelbar igt^j^ oder 

gleich : 



r 


\ 

\ 

1 


\ 


A P a.v ^ 



im* 



00tlf--3- 



oder auch, wenn man das Slement oder Differential Me der 
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knuunen Linie mit beseielmet vnd beaektet^ dam in hoMtt 

Hinsicht <<i«-rfir«+4f«-^l + ^^)rfa?S also ds^^l+^.ds 
ist (SS 51, 65): 

ftv dx 

Zur Bestimmnng der Bubtsngente bat Leibnits gans 
einfaeh: ^iiy — dx:dy^ woraus: 

dx 

und weil ArMrcß ^N'MP, für die Ö ubnormale: B^^: y=dy . dx^ 
woraus : 

TL 

*) Die Infinitesimalgrössen (Differentiale) gebraucht Leibnitz 
also nur einfach als Hülfsgrüssen, um die Rechnung einzuleiten. 
Sie kommen, als solche, immer nur in den allgemeinen Formeln 
vor. Ist ftlr eine specielle Auwendung derselben die Function 
veränderlicher Grössen gegeben, so kann man sie differentiiren, 
darauf die Differentiale aus den allgemeinen Formeln eliminiren 
und hat es dann nur noch mit endlichen Grössen zu thun. 

Per Grund, dass diese Methode hier wieder auf dieselbcB 
Resultate führt und führen musa, wie die nach der Grenzmetbode 
gefundenen ) liegt offenbar darin, dass Leibnits das Blemenl 
(Differential) eines Bogens als grade betrachtet, und die Ceber^ 
einsttmmung der Resultate spricht für die Richtigkeit der Leibnita'- 
schen Annahme. 

Die liiliuitesimalmethode ist, wie man sieht, sehr subtil, aber 
richtig. Sollte dies aus dem Bisherigen mid noch Folgenden 
nicht emieuehten, so liegt dies nur .in mw^fejr iBii|ge|t)a|'i4|i 
Darstellung derselben. 

Viele, welchen diese Sache zu metaphysischer Naiwr erseheint, 
gleichwohl aber die grössere Kllne und Fniehtbai^eH, welche 
die Infinitesimalmethode vor der schwerfälligen Grenunethode 
hat, nicht fahren lassen wotten, geben den Wink, sie immerhin 
als Bifindungsmittel zu benatzen und die durch sie gewonnenen 
Rmllat«^ hivleHifir Md» im ftreameiliode »i pTafo» vm 
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flUevrilDigi goHMuan kann. LeibniiB will aber ron dieser Ooo- 
trole niehtB wissen. Er legt vielmehr grade Gewicht auf seine 
Methode, die er, yoraichtig und richtig angewandt, f&rvollkomineii 

richtig und für besser hält, indem die unmittelbare Betrachtung 
und Erkennung der Djfferentiolverhältnisse den eründenden Gedan- 
kenffane: fördert und abkürzt, wie wir schon § 09 und 70 an ein paar 
Beispielfii jiORehen haben. In der unmittelbaren Erkennung oder 
AufHindung des Verhältnisses unendlich kleiner Grössen liegt 
eigentlich die Kraft und der eigentliche Geist der Infinitesimal- 
Rechnung; denn bei den meisten Anwendungen derselben, na* 
mentüch auf Mechanik und Physik, kommen Fälle vor, wo man 
gar nicht aus bekannten Fnnetionen veränderlicher Gidssen die 
entsprechenden Diflferenfial -Verhältnisse (durch Differentnren), 
Bondem grade umgekehrt, ans unmittelbar (ohne Rechnung) 
au erkennenden Differentialen oder aoeh Differential-Verhältniasea 
die entsprechende Function (durch Integriren) zu finden sucht. 
Aus diL'Bcm Grunde läi die Leibmtz^sche Methode die natür- 
lichste und beste. 

n. 

*) Nachdem wir nun die ursprünglichen Vorstellungen 
Leibnitzens, des Erfinders der Differential-Rechnung (1664) mit- 
getheilt haben, bleibt uns noch Obrig, auch einiges über die 
▼on Newton etwas früher erlondene, aber spftter yerOffentUehte 
Flnxions-Reehnang (1687) zu erwähnen, um so mehr, ab uusers 
Wissens weder ein deutsehes nodi fHtnzOsiehet Lehrbneh die- 
selbe auch nur erwShnt. 

Newton betrachtet nämlich alle Arten Grössen als durch 
stetige Bewegung (Flux) erzeugt. Eine Linie t, B. durch die 
Bewegung eines Punctes, eine Fläche durch die Bewegung einer 
Linie efc. Jede so erzeugte Grösse heisst eine varinhle nder 
tliessende Grösse (F lue nie). Die Geschwindigkeit, mit welcher 
eine Linie fliesst, ist dieselbe, als die Geschwindigkeit des sie 
beschreibenden Punctes. Die Geschwindigkeit, mit welcher eine 
Fläche fliesst, ist dieselbe, als die der sie eneugenden Linie ete. 
Jede stetige Function zweier veränderlichen Grössen, |f="F(ar), 
kann man nun immer durch eine Linie dargestellt und die Linie 
selbst durch die Bewegung eines Ponctes beschrieben denken« 
Die Vorstellung der Bewegung ruft dann aber zugleich auek 
difl beiden anderen damit 'verbundenen, nieht in die rem« 
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Mathematik gehörenden Vorstellungen von Zeit und Geschwin- 
digkeit hervor. 

Man stelle sieh nun vor, die (verlängerte) Ordinate MP 
bewege sieh parallel mit sieh selbst und gleichförmig an die 
Abscissenlinie hin, während sich zugleich ein Punct, M, in die- 
ser Ordinate mit einer durch die Gleichung y = F{x) vorgeschrie- 
benen Geschwindigkeit bewegt. Dem die Linie beschreibenden 
Punct M legt man also zweierlei Bewegungen bei, eine nach der 
Abscissenrichtung , welche immer gleichförmig, sonst aber 
von beliebiger Geschwindigkeit ist, und eine nach der Ordina- 
tenrichtung. ist die gegebene Gleichung p = F(jr) vom ersten 
Grade, i/ = aa; + 6, so ist offenbar Ay = a-^ und das Wachs- 
thum der Ordinate der Zunahme (Abnahme) der Abscisse stets 
proportional, der Punct M beschreibt eine grade Linie, seine 
Bewegung in der Ordinatenrichtung ist dann ebenfalls eine 
gleichförmige, mithin sein Bewegungsbestreben, d. i. seine 
Geschwindigkeit in der Ordinatenrichtung, constant (§ 47). Ist 
aber die Gleichung y r= F{x) nicht vom ersten Grade, so 
ist auch die Bewegung des Punctes M in der Ordinaten- 
richtung (aufwärts oder abwärts) keine gleichförmige, son- 
dern accelerirend oder retardirend, je nachdem in der Differenz 

= + MAt* -f das zweite Glied MAj:* mit dem 

erstem pAs einstimmig ist, oder nicht (§ 47). 

Die Geschwindigkeit, mit welcher die 
Ordinate iiiesst, ist hier also von Punct zu 
Punct veränderlich. Die augenblickliche 
Richtung des die krumme Linie beschrei- 
benden Punctes M ist die der Taugente MT. 

Der Erste, der ein vollständiges Lehr 
buch der Fluxions - Rechnung geschrieben 
hat, Maclaurin, nimmt nun an (um unend- 
lich kleine Grössen zu vermeiden), die 
Abscisse AP fliesse mit beständiger Geschwindigkeit, und nennt 
den Weg MR, welchen der Punct M nach der Abscissenrichtung 
in einer beliebigen Zeit-Einheit beschreiben würde, und der also 
zugleich die Geschwindigkeit in der Abscissenrichtung darstellt, 
die Fluxion der Abscisse. Unter Fluxion der Ordinate ist 
dann aber der Weg MV = RT gemeint, den der Punct in der 
Ordinatenrichtung in derselben Zeit durchlaufen wtlrde, wenn 
seine Geschwindigkeit (Bewegungsbestreben) dieselbe bliebe, 
welche er augenblicklich im Puncte M hatte, so dass also, statt 
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einee Bogau JCN^ in dmelben Zeil eine grsde Linie, MT, be* 
selirieben wOide, welche die Fluzion des Bogens BH lielsBl. 

Diese Fluxionen, deren absolute Grösse unbestimmt bleiben 

kaiiD, haben offenbar dasselbe Verhältniss zu einander, wie in 
ihrem verschwindenden Zustande, und stiniuicn also völlig mit 
dem übercin , was im § If] Differentiale genannt A\(jrden, auch 
ist die ReciniuiiL!: mit ihnen ganz, dieselbe, wie mit den Diffe- 
rentialen, nur die Bezeichnung ist auders. Die auf einander fol- 
genden Fluxionen von ff werden nlUnlich, statt mit dy^ 

• • • . . 

mit bezeichnet. Wäre z. B. y^x^^ so ist: y — l)X^'X* 

Nimmt man von dieser ersten Fluxiou wiederum die Fluzion, so 

• • • 

ist: ya20iiF*>x<, dann ifneo^r'-i?*, dann jf » t20dr»^* eto. 
• •* 

4-« 5«*; -?-»20«* etc. 

Maclaurin sagt*) (pap:. 420): jjSir Isaac Newton habe, um 
die Annahme unendlich kleiner Grössen zu vcrineiden, die gleich- 
zeitigen Incremente Ay, A*) der tliesscndtn Grössen als 
endlich betrachtet und dann die Grenze des veränderlichen Ver* 
hältnisses untersucht, welches diese Incremente noch zu einander 
haben, indem er sie bis zum Verschwinden abnehmen läset, 
welches Verhältniss dann dasselbe ist, wie das der Flnxionen«<( 
Dies stiomit aber nicht mit Newtons Ausspruch: man solle sieh 
die Inciemente nicht Yor und auch nicht nach, sondern im 
Augenblick des Terschwindens denken, wodoich, wie uns scheint, 
die Leibnits^sehe Yoistellnng der IhfinitesimalgrOsBen wieder er- 
weckt wird.**) Auch giebt Hadanrin (pag. 414) in: j^dase 



*) A Treatise of flozlons by Colfai Hadanrin. Edinbargh 17^. 

**) Dieser Meinung mu?? auch wohl Thom. Simpson gewesen sein, der 
df'filialb, um jede metaphysisciie Schwierigkeit zu vermeiden, in seiner «doc- 
ti-ine of tliucions« von den ursprünglichen Newton'schen Vorgt< llufiL^en ab- 
sichtlich abweicht. (By taking flnxions meer velocitieä, the Imagination 
confined, as it were, to a point, and without proper care, insensibly in» 
•volVd in melaphysieal dÜBIealties.) 

Ob man« wis Lsibnits, Pdsson, Herbert n. A.« das unendlieh Kleine 
snislüdk fär dn irirkUeh untfaeObaras Element oder irie andere, und um da> 
durch, wie man meint ^ jede metaphysische Schwieligkeit zu beseitigen, nur 
ftlr eine nützliche Fiction nehmen will, um bequem und schnell die Richrning 
ciiiT^iileiten, ist für die Rachnoug selbst gleichgültig, da ja das £ine wie das 
Andere zun Ziele fuhrt* 
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die Schlüsse nach der Infinitesimalmethode vollkommen wahr 
(accurately true) sind und mit denen, worauf die Methode der 
Flu&ionen iUhrt, genau Ubereinstimmen (agree precisely).^ 

73. 

2. Folar-Oleichongen. 

Es sei r-fl9) die Gleichung einer auf Polarcoordinaten be- 
logenen krummen Linie, VZ ein Stück derselben, so ist dadurch 
für jeden auf dem, mit dem Radius = 1 beschriebenen Abscissen- 
Kreis abgesteckten Bogen om = ö, der zugehörige Radius vector 
AM = r , mithin die Lage des Punctes M bestimmt. (Höhere 
Geometrie Pag. 17.) 

Denkt man sich durch diesen bestimmten Punct M eine Be- 
rührungslinie gezogen und dieselbe bis an die, auf dem Radius 
vector errichteten Senkrechten TN verlängert, so heisst hier 
für den Punct M, MT die Tangente, AT die Subtangente und 
MN senkrecht auf MT die Normale und AN die Subnormale. 

74. 

Aufgabe. Allgemeine Formeln anzugeben, nach welchen 
man die eben erklärten vier Linien in jedem besonderen Falle, 
wo r = ({6) gegeben ist, berechnen kann. 

Auflösung 1. Um zuerst den 
Winkel « oder t zu finden, welchen 
die Tangente mit dem Radius vector , 
oder mit der Subtangente macht, 
lasse man den Bogen om—ß um das 
Stück mn= Ad wachsen, so wird 
auch der Radius vector AM = r sich 
um ein Stück, N'Q = Ar, ändern, 
welches graphisch dargestellt ist, 
indem man aus A mit AM den 
Kreisbogen MQ" beschreibt. 

Aus der gegebenen Gleichung 
' r = f{e) folgt nun: r4-Ar=/(ö+AÖ) 
oder: 
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(tr 



Ist niui mi s 80 ist MQ « r. Dividirt man niiii letstete 

N'Q 

Gleichung beiderseits durch r-A9, so erhält man nämlich: 



Denkt man sich den Bogen MQ sehr klein, so würde der 
N'Q 

Quotient |^ nShenmgsweise gleich der ingOBometrisebeii Tan- 

geate des Winkels t sein. Um aber diese trigonometrische 
Tangente gana genau zu erhalten, mUssen wir bis zu Null 
abnehmen lassen, alsdann fallen rechter Hand in letzterer Glei- 
chung alle Glieder bis auf das erste weg und wir erhalten durch 
gleiche Sehlttsse wie in | 8: 

, ^ dr . rde 

««-SB- «— ÄTi 

*) Auflösung 2. Die Infloitesimalmethode macht weniger 
Umstfinde. Hiemach ist das Differential des Bogens offi) = d9i 
der Bogen Wi^rdß* ({67). Aus dem bei q rechtwinUigea 
verschwindenden (characteristischen) Dreiecke hat man unmittel- 
bar: tga»^; S|: f »rd0 ; ilr, woraus: S|»r*^etc. 

Beispiel, 1. Fttr die Archimedltische Spirale hat man 

(höh. Geom. $96): 

'-ST« 
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Et if( also bier nwsh den yorlim entmckelien allgenaiiieii 
Fonneln: 

dB a 2fr 

Die Tangente des immer grösser werdenden Winkels, den die 
Berlfliningslime mit dem Badias Teetor maeht, ist also immer 
gleich dem Polarwinkel $, Für 9 « oo steht die Tangente senk- 
reeht auf dem Badius yeetor. Femer hat man: 



a dr a 

Die Subnormale ist also eonstant, wie bei der Parabel* 
Beispiel 2« Fttr die Bsqxmential-Spimle hat man: 

är ^ de \ \ 

' de ^ 

' 1M)B Itegenie bitdei also in jedem Pmiet mit dem Radiitt 
yeelbr inwier denselben Wmkel » » 45^. Auf diese Eigensehaft 
gründete Stdnhefl. ,dte Bifindimg seines ingeniensen Wurf- 
geschofees , mit wddiem er aeenrate Namenxttge durch eine 

tannene Blende schos». Ferner ist 

^«e»»r; N-r|/2; 

£s sind also und 8» und ebenso T und K immer gleioh 
gross* 
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Aiymp to teil. 
7Ä. 

In der analytischen Geometrie ($$ 55, 56) ist schon der sehr 
merkwOrdige Umstand besprochen, das« es ins Unendliche lau- 
fende kramme Linien giebt, die sich einer endlosen graden Linie, 
Asymptote genannt, immerfort nAhero, ohne sie jedoch je 
▼Ollig zu erreichen. Auch Ist daselbst bei der Hyperbel nach- 
gewiesen, dass die Asymptote einer krummen Linie, wie unend- 
lich nahe sie ilir auch kuuiineii möge, doch nicht (wie Viele be- 
liaupten) als eine Berührnngflliiue derselben betrtK'hlet werden darf, 
welehp im Unendlichen einen Punet mit der krummen Linie 
gemein hätte, weil dies ja einen Widerspruch enthalten würde, 
indem die Gemeinschaft eines solchen Punctes das vermeinte Un- 
endliche zugleich wieder zu einem Endlichen (Begrenzten, Volh 
endeten) machen würde. Die Unendlichkeit ist ein Prädieat 
fUr Gedankendinge , mit deren Construction wir niemals fertig 
werden. 

Gauss sagt: ^Der Gebrauch einer unendlichen Grösse, als 
einer Vollendeten, ist in der Mathematik niemals erlaubt. 

Das Unendliche ist nur eine fayon de parier, indem man eigent- 
lich von Grenz.en spricht, denen gewisse Verhältnisse so nahe 
kommen, als man will, während anderen ohne Einschränkung 
7,11 wachsen verstattet ist. Hierin ist aber nichts Widersprechendes, 
wenn der endliche Mensch sich nicht vermisst, etwas Unendliches, 
als etwas Gegebenes nnd von ihm mit seiner gewohnten An- 
schauung SU Umspannendes betrachten zu wollen.«*) 

Genau betrachtet ist es die fluchtige Phantasie, welche uns 
augenblicklich eine Pforte zum Eingang ins Unendliehe vor* 
gaukelt, die aber, sobald wir in uuTollendeten nnd unklaren 
Gedanken angelangt zu sein wlhnen^ sofort wieder in endlosem 
Nebel veradrvindet jjL'infini est le gouffire oü se perdent nos 
penaees." 

7». 

Denken wir uns z. B. die discontinuirüche Linie coustruirt^ 
die aus der funetion: 



*) Briefweciisel swiMhen Cteoss und Sdnunseber, hsnnugegcbsn ton 
C» A» F. Pdars. 
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entspringt, so ist klar, dass man fUr jedes ±jr gleiche positive Or- 
dinaten erhält, die mit immerfort wachsenden ± x kleiner werden, 

als jede angebbare Grösse. Die Achse der ±x ist liier also eine 
Grenze, welcher die ihr zugekehrten Acstc der kruiiimcii Linie 
80 nahe kumiaen, als man will, sie deshall) aber selbst im Un- 
endlichen (in der andern Weil) nie völlig erreichen, weil die 
Ordinaten nie absolut Null werden, weil dies ja gleichbedeutend 
wlire, die Grösse a durch Theilung ganz zu vernichten. Setzt 
man also, um in der üblichen Bildersprache zu schreiben, 

fl?=± 00, so wird nicht absolut iiuli, sondern eine Inünite- 

simalgrösse. Die Achse der x ist daher keine Berührungslinie, 
^ndern eine Asymptote. 

So lange in y^-^y das x noch einen endlichen, wenn 

auch noch so grossen Werth hat, hat auch die Fotentiiruug, oder 

der Exponent 2, einen Sinn. Das Symbol ^ aber drückt eine 

unmögliche Operation aus, indem es ungereimt ist, eine unend- 
liche (unvollendete) Grösse potentiiren zu wollen. Deshalb sind 
auch die Ausdrücke: unendlich grosse Grössen höherer, 2ter, 
Ster .... Ordnung blosse Redensarten und ihre Bezeichnungen 
00 00 . . • ein blosses Zeichenspiel, nur rein formell, welches 
jedoch, bei gehöriger Aufmerksamkeit, nie auf Irrthttmer fuhren 

kann, indem man in kritischen Fällen, statt oo , ^ nur sehr grosse 

und sehr kleine bestimmte Zahlen zu setzen braucht. 

!Nehmen wir in w = die Abscisse x = 2.iy so erhält man 

die Ordinaten y»a. Lassen wir nun ±x immerfort kleiner 
werden, so wachsen die Ordinaten ins Unendliche und über- 
schreiten also jede noch so grosse angebbare Zahl. Dass aber 
auch die Achse der y keine Benihrungsliriic, sondern eine wirk- 
liche Asymptote ist und folglich kein Punct der 1 lunnueu Linie 
in die Achse selbst fällt, mithin auch beide Ae&ie niemals zu- 
sammenstossen , folgt aus dem vorhergehenden Ziaisonnement 

7ä) und auch aus der Gleichung y = , die man auch so 
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schreiben kann: ^=±|/^ (anal. Geom. $ 67, b), und woraus man 

sieht, la s liir y=oo, die Absciöse a? nicht absolut Null, sondern 
eine luüuitesimalgrösse wird. 

tt et 
Setzt mau m y^—^ die Abscisse a; =0, so wird formell y= 

iE " 

Dies Symbol darf aber hier nicht als eine wirkliche Ordinate 

der krummen Linie angesehen werden, welche auf der Achse 

der ab/usteckeii wäre, sondern als eine nie zu erreichende 
Grenze der Tangenlen, welche nn die krumme I.iitie gezogen 
werden können. Ueberdies hat es keinen Sinn, eine Grösse, a, 
durch eine absolute Null zu dividiren, weil selbst in einer un- 
endlichen Einbildungskraft kein Quotient entspringen kann, der 
mit der absoluten IfuU muitipUcirt, die Grösse a wieder gäbe. 

£s deutet also hier das Zeichen ^ x , oder, iudem man statt 

der Null besser eine Infioitesimalgrösse setzt, ^^-^^g 

krumme Linie Ifings der positiven Ordinatenaehse, au beiden 
Seiten derselben, ohne Ende fortlSaft. 



77. 

Die discontinuirliche Linie, deren Gleichung y — ^ hat 

d 

offenbar dieselben Asymptoten, wie die, deren Gleichung y = — . 

Erstere nähert sieh aber für s> l der Abflcissenachse yiel rascher, 
und für x<l der Ordinatenaehse viel langsamer, als letztere. 

Dies ist (tie einzige Deutung der Symbole etc., 
so wie, wenn da eine Inflnitesimalgrösse bedeutet: oo ^ 

00 * etc. 

Anmerkung. Man kommt bei diesen Betrachtungen unwill- 
kürlich auf die Vorstellunu, dass krumme Linien mit unendlichen 
Schenkeln in grade Linien ausarten kiimien, und dann, wenn sie 
zugleich Asymptoten haben., in einem untbeilbaren Absta:ti(le mit 
denselben parallel laufen. Dieser merkwürdige Ihnstand ist es 
eben, welcher Gauss zu der Behauptung berechtigte, dass in 
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der Euklidtseben Geometrie eio vollkommen strenger Beweis 
über den Parallelismus gar nicht möglich ist. 

78. 

Die i< uuclion ~ ay "hx '= 0^ woraus : 

hx 



y 



« — a 



0? = ± 00 , y— ^ = 6. Die ihr entap rechende krumnie Linie 

bat also zwei Asymptoten, wovon die eine, im Abstände « 
mit der ganzen Ordinatenaehse, und die andere, in dem Abstände 

«3 6, mit der gaiizea Abseissenachse parallel geht; auch weisen 
die Vorzeichen ± zugleich noch nach, au welcher Seite die beiden 
getrennten Zweige der krummen Linie liegen. 

Die obige Fnnetion) «nf m redneirt, giebt: 

m- ^'^ 
«P 



»-6 

und für y^h^di^y dF*=^^^^ = :f^^=± «; ferner für y=±oo, 
8» ^ » Oy mithin dieselben Asymptoten. 

CO 

m 

Sind also die etwaigen Asymptoten einer krummen Linie die 
Achsen selbst, oder laufen sie mit denselben in bestimmten Ab- 
ständen parallel, so sind dieselben^ wie in den voiliergehenden 
* Beispielen gezeigt, leicht zu finden. In diesem Falle ist nftmlieh 
Ifssco füt x^O^ oder x^üj und s^oo für |fsO, oder jf»^ 

Haben die Asymptoten aber andere Lagen, so ist- es in der 
Regel am besten, sie nach folgender, ganz allgemeiner Methode 
za bestimmen. 

Angenommen, es sei BMN ein Stück einer krummen Linie, 
deren Gleich\ing y/^F(;r), und DS ihre etwaige Asymptote, D 
und £ ihre zu tindeuden Durchschaittspunote mit 4en Coofdi- 
BatenaidiseB, 
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Denkt man sich durch 
einen Punct, M(j:,y), eine 
Berührungslinie , MT, gezo- 
gen und dann den BerUh- 
rungspunct M immer weiter 
über N hinaus gerückt, so 
werden auch die Durch- 
schnitt«'puncte T und C immer 
näher an D und E rücken, 
ohne sie für = oo über- 
sehreiten, ja selbst nicht er- 
reichen zu können. 

Man hat also nur die beiden Linien AT und AC als Func- 
tionen von X auszudrücken und zuzusehen, ob diese Linien fUr 
X- 00 (vorausgesetzt, dass y nicht imiiginair wird) endlich bleiben 
oder unendlich werden. Im ersteren Fall giebt es eine Asymp- 
tote, im anderen Fall keine. Wird die eine Linie endlich, die 
andere unendlich, so geht die Asymptote mit der einen Coordinaten- 
Achse parallel. Werden beide Linien, Itlr a;=oo, gleichzeitig 
Null, so geht die Asymptote durch den Anfangspunct. Da aber 
dieser Eine Punct die Lage derselben nicht bestimmt, so muss 
man in diesem Falle die Grenze des BerUhrungswinkels % (näm- 
lich tg r = suchen. Weil wir in der Figur AT negativ und 

AC positiv angenommen, und also AT = j:— S, und AC=— AT- 
80 hat man (5 49) : 

AT.x-j,| (.) 



AC = y —X' 



dy 
dx 



Hierin sind v und ^ Functionen von x. Substituirt man 

diese Functionen und setzt dann jr = oo , so findet man die Grenz- 
werthe von AT und AC. 



Beispiel 1. Es sei die Gleichung der krummen Linie 
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80 ist hier: ^ = — . , ^ > mithin: 



AI = — a? = 

AC^---Va;«-o«--r 



Beide Linien werden für x= <x> gleichzeitig Null. Die Asymp- 
tote geht also durch den Aufangspuoct. 

Aus tg T - — ♦ , ^ . ^ / / fl \4 folgt aber, für 

s =^ 00 und mit Berücksichtigung des doppelten Vorzeichens 
tg IT = ± wodurch die Lagen beider Asymptoten bestimmt sind. 

Beispiel 2. Es sei die Gleichung der krummen Linie: 

du ^ a- - a2 , dx x'^ 
so ist ; « 1 = — und - 



äx X* dy X 

AT =x » o 1 AC - — + 2a 

a—» 1 ' 

Für 0?= 00 ist; AT = - 2o und AC = 2a. 

Für x^±dx ist y-'ico, AT = 0, AC« + oo. 

Ulli also keine Asymptote zu verfehlen, muss mau auch 
y s= 00 setzen. 
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Viertes Such. 



Bestimmimg des waliren Warthes einer Function von 

der unbestuumten Form: 

0*CO, 0^, OP-OO. 



Eine gebrochene Function kann für einen besondem Werth der 
yeränderlichen Grösse auf die Form ^ fuhren^ die man nicht als 
bedeutungslos ttberaehen, sondern deren wahren Werth be- 
stimmen miise. 

Consbruiren wir z. 6. die Function: 

^"2(ar--2)' 

so hat man lür ^ = 0, 1, 2, 3, 

Ausgenommen fUr j; 2, erhält man für jeden andern positiven 
oder negativen Werth v(m einen bestimiiiten Werth für ^i/. 
Es drängt sich deshalb der Gedanke auf, dass, weil die Puncte 
für Absei'f'eii, bo nahe an 2 als man will, stetig auf einander 
folgen, auch für die Abacisse x^2, die Ordinate y - ^ einen 

— 8 

bestimmten Werth haben und die e:ebrochene Function — ; -r 

2(x- 2} 

stetig sein mnss. Dass sie es wirklieh ist, ergiebt sieh, wenn 
man ZShler und Nenner durch jr — 2 dividirt. Dann hat mau 

«»-8 »«+2a? + 4 , . . . , 

— jrr« 5 , und ua nun beide, nur an i?orm ver- 

Bchiedene Ansdrtteke für jedes bestimmte x einerlei Werth haben 

niüssen, so muss auch für o; =- 2, $ — 6 sein. 



Digitized by Google 



88 



Dasselbe findet man auoh diuch Bemitcnng der InfinitetiiBal- 
giOsseD. Setzen wir nffmHcb, um beiderseits unendlich nabe 
an den Punct der krummen Linie zu kommen, dessen Absdsee 
ist, 2±äx statt 2, so ist, weil bdbere Potenzen Ton äx 

gegen niedrigere wegfallen, ^^^^-^^ = ^—^= + 6. Der 

Quotient ist i^ine endliche Grösse und hat nur ein Vorzeichen, 

als Beweis, dass die Function jr-, irr continuirlicb und fitr 

e 2, die Ordinate » -t- 6 ist. 

sin ^ 

Die gebrochene Function — ^ dagegen , welche für s ^ 0 

ebenfalls auf das algoriüimische Symbol § führt, erkennt man 
auf den ersten Blick als eine discontinuirlidie. Denn denkt man 
sieh für ^ sehr kleine, der Null immer n<lher kommende, so- 
wohl positive als auch iiegalive Brüche gesetzt, so leuchtet 
ein, dass der Quotient, sowohl im positiven als negativen Sinne 
über alle Grenzen wächst, und dass also tili X'^O der Bruch 

sin^r 

Die ganze Ordiuatenachse der Linie p = — j- ist eine Asymp- 

tote. Die Absciasenachse wird nach beiden Seiten hin unzählige 
mal durchschnitten, weil der Zfthler sin^ f&x wachsende ±m 
abwechselnd positiv und negativ und Null ist. 

Setzen wir in — um unendlich nahe an den Pnnot an 

kommen, dessen Abscisse = 0 ist, ± äs statt 0 und bedenken, 
dass mndx^ä^i so ist hier flflr:r»0, = '>=:i^-^=tii = + ». 

Ferner ist fUr = = etc. (t 75.) 

X — ox 

Man kann auch die Lehren der Analjsis zu Httlfe nehmen. 
Solist z. B. (Analysis f 80): 



smj? 



a? - jx^ + Aa^*^ 1 - ja;^ 4- ^^x* 



Läast man nun, sowohl von positiver als auch negativer 
Seite her, a;, =0 werden, oder setzt statt x die Inünitesimal- 

grosse ±i£f, so hat man wieder — 4- cd für 0. 
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Die UrMiche, weshalb eine gebrockeueoe Function, '^^•i ^ 

emen gewissen Werth ron w auf die uDbesttmiDte Form fahren 

kann, liegt also offenbar darin, weil Zähler und Nenner einen 
Factor gemein haben, der lur diesen Werth von verschwindet. 
Obgleich iiuiij so wie in vorhergehenden Beispielen, auch in 

anderen Fällen, wo eine gebrochene Funetion, , für einen 

lix) 

besondern Werlh von jr^ den wir mit bezeichnen wollen, 
auf die Form ^ fuhrt, der gemeinschaftliche Factor von h\x) 
und f{s) sich immer nach den Lehren der Analjsis entfenien, 

und der wahre Werth von . ■ -i y = t bestimmen lüsst, so ge- 

schiebt dies doch in vielen Fftllen leichter durch 0ifferentlal- 
Rechnang, wie der folgende $ zeigen wird. 

8L 

Setien wir in der gebrochenen Function -^^^ welche ftir 

£c = aro % ftthrt, af^+Ä statt und entwickeln sowohl 
Zähler als Nenner, jeden besonders, nadi dem Taylor'sohen 
Lehrsatz (J 46), so ist: 

fls?o +*) /(«o)+r(«o)«*+ *rw-**+-- 

oder weil rechter Hand im Zfthler und Kenner F(x^) und [(s^) 
Null sind, nach Weglassung derselben und darauf folgenden 
Abkürzung durch 

Setzt man nun beiderseits h^O^ oder^» einer Infinitesimale 
grösse, so ist auch: 

d. h. also, wenn eine gebrochene Function, ~, für einen be- 



sondern Werth von a; = ir„ auf den unbestimmten (vieldeutigen) 
Ausdruck ^ fUhrt, so findet man den wahren Werth desselben, 
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iodem man gauz einfach Zähler und Nenner des Bruches -~r4% 

j eden besonders, differentiirt und durch dx dividirt, alsdann in 

-~~ fUr X wieder denselben Werth Xt% subsiituirt. Sollte auch 
I W " 

T7-r~~ wieder auf % führen, eo muss man diese 0|»eratioQ wie* 

derholen und ZShler und Kenner der Function -r— aufs Neue 

fix) 

diflferentiiren etc. Dies folgt auch aus der obigen Entwiekelung 
(1), wo dann im Zähler und Kenner die beiden ersten Glieder 
yerschwinden. Dividirt man darauf durch ^A^, und seist A^O» 

80 ist in diesem FaU = S - ^OßA» 

Beispiel 1. Für ist: 



Beispiel 2. FUr d^-O ist: *} 

1 — cosiP ^ siniF_ ^ _ cosar 

Beispiel 3. FOr a;»90o ist: 



cosip + sindf — 1 " — smaf + cos« 

Beispiel 4. Für a;»a ist: 

a — x — ala-ic alx _ n _^ (2aac — o;^)^ ^ ^ 
a-'\/2ftx~x* 

82. 

Aufgabe. Man bestimme die Werthe folgender Functionen: 



*) Es ist (Analysis § 80) : 



«> «» 1.2 



= (für »-0). 
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1. Far ^»0. 

X' iF— Binar ' * ' 

/jp a?— 1 jj"— 1 1 — 

"^^rii Wii^; («^-izri ('"^"te- 

Auflösung. Man findet der fieihe nach die Werthe: 
2j Oj Ii 2; /a-f6; 1; 4; »5 -1. 



88. 

Fix) 

Giebt die ffebrochene Function für x^Xr, den Aus* 

druck so lässt Bich dieser Fall auf den vorbeigehenden ^ 
zurückfahren. Denn ist FC^^) und [{s^)^ » 00 ) so ist: 

^ und :^ «0. Nun ist aber: 



1 



[F(a:o)]'.r(^o) ^ F(aro) 

F(Xo) _ OD ^ fVo) 

RST)-«- riß.) 

Die Regel bleibt also gani dieselbe , wie in { 81« So ist 
B. B. fttr x^dO^, 

tgdar OD _ 5 . 1 dcos^d? ^ 
"* 00 *" eoB* ba * cos« ^ C08«öd? " ' 

— lO'COfl^'Bin^ sin 2x _^ 
—10 * coeSdP • sinöd? ~ sin lOdP ~ ^ 
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Führt das Product F(x)'f{jc) fiir x ~ J^^y auf die Form O-oo, 
wo also F(a;^) = 0 und /taj^) « oo ist, so läast sich auch dieser 
Fall wieder auf ^ oder ^ zurttckfiihreD. Denn es ist: 



Beispiel. FOr «=0 ist: 

x-te — o.«.-^=-i = -^] = -*-o 



« 

Fuhrt eine BxponeBtiilftmctiony [P(<iOF^> Ar 0 «- auf «ine 
der Fonnen 0®, qd^, 1*, eo setEB rnftU) mn aneh dieee F8I!e 
anf den Toihergehenden % oder j§> nrttek ni führen, den ge- 
snchten oonslaiiten Werlii der Function «A, so dats also 

Nimmt man nun beiderseits die LogahthmeD) so ist: 

lA« 

und maa iniiw nnn den Werth des gebroehenen Espenenten lür 
9 hestimmeii. 

Beispiel 1. Für or»! ist: 
Beispiel 1^. Fttr s^O ist: 
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Beispiel 3. F«r « ist: 

•(•-fi) 



1+1 



Beispiel 4* Für 9»! ist: 

<(!-•) 



Beispiel 5. Für a»<« 1 ist: 



Führen endlich zwei gebrochene Functionen auf die Form 
Qc — 00 ^ HO mu^ uiaa sie auf einerlei Beaeanuug bringen. So 
ist z. B. für s=^l 



, «-1 la?+l + l 



In den Fällen, wa für x =^ iok 2UUüer uad Kenner ver* 
schwindenden Factoren auf gebrochene Potensen erhoben Bind 
und also die Beihea in <1) $ 61 aidrt naoh fSJiseH Potessen 
von £ue foitBciiEeiten ktanen, wie es die Differential-Beebnmig 
Teriaogt, kann dieselbe aaeh sur Bestimmung des wahren WerÜies 
der gebrochenen Funetion keine Dienste leisten (f 46). Man 
mass dann Hülfe in der Analysis suchen, welche ohnehin maneii- 
mal viel äcliiicUer, als die Difierential-IiechnuDg zum Ziele führt. 
Ea sei z. B.: 



so ist für j;sa9 
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Bas Düferentiiren (welehes hier kdii Bnde nimmi) würde liier 
nicht tnm Ziele ftUiren. *) 

Mau beUü deshalb a + A statt a;, so ist: 

« 

(a + *-a)l M *i 

setzt man jetzt A = 0, so ist » j( » (2a)t. 
Beispiel. Es ist fUr s^ai 

gg» ~ 4aar^ -f- 7o^a? - 2a^ - '2 a^ \/ '2ax-a'^ __0_ 

Setzt man, weil das Differentüren hier zu weitläufig ist, a-¥h 

sLuU so ist: 



-2a« + M + 2aV^a*-Ä« 



• • • • 



(0 



(2/4\^ / 
1 +— j und i^fl«-A« = an - 

m Acjueu, so löi: 

/i^2Ä\4 /^A A«^Ä» 6A*^7A» \ 

*\ aV ^\ 2a» 8«4 16a» "") 



Dies m (i) substituirt und gehörig reducirt, kommt: 



Setat man ami A»0, so ist Ittr jp^a: 



Aus derGleichung folgt: ** =§=s^«2<i, daher y = (2Ä)l. 
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Fünftes Buch. 



Maxima und Minima. 



Eine der wichtigsten Anwendungen der DifTerential-Reehnung be- 
steht darin, diejenigen Werthe der abeohit veränderlichen Grösse 
zu bestimmen, für welche die daraus gebildete Function sich im 
Zustande des Maximums oder Minimums befindet. Sei allgemein: 

eine gesonderte Function, die wir uns der grossem Ansehauung 

halber construirt denken wüUen. CD m(3ge ein Stück der ent- 
sprechenden ! i imiinen Linie sein. 

Denkt iiiaii si( h diese lingirte krumme Linie durch den End- 
punct der parallel mit sich selbst fortgleitenden veriiuderlichen 
Ordinate CB beschrieben, so sieht man, dass dieselbe eine Zeit 
lang wächst, von C bis M, und dann wieder abnimmt, von M 
bis m; femer wieder wächst und wieder abnimmt etc. 

Man sagt nun, die Ordinate MP befinde sich im Zustande des 
Maximums, wenn die uftehst*) vorher gehende und nächst 
folgende Ordinate beide kleiner sind. Bei unserer fingirten 
Linie wüie dies viennal der Fall, nSmlieh bei M, N, O und Q 
Die Ordinate befindet sich dagegen im Zustande des Minimums, 
wenn die nächst vorhergehende und nächst folgende Ordinate 
beide grösser sind, wie es hier in den Puncten, q 
der FaU ist. 



*) Wir sagen bier abfliehtlich: nächst (unmittelbar) YorhetgelMnde 
und folgende, um filr den EsU, wo die Functioii sehr nahe Betende mazima 
oder minima hBtte, kdns davon zn übenpiingen. 
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waum 



Um also in den Zustand eines Maximums zu kommen, muss 
die Ordinate erst eine Zeit lang wachsen und darauf wieder ab- 
nehmen; umgekehrt ist es beim Minimum, da muss die Ordinate 
erst abnehmen und darauf wieder wachsen , wo dies nicht der 
Fall ist, da kann auch von einem Maximum oder Minimum nicht 
die Rede sein. Die Parabel z. B. kann also weder ein Maximum 
noch Minimum haben. 

89. 

Die figürliche Darstellung der Function y = F(x) durch eine 
krumme Linie, führt wohl allein schon zu der richtigen Vor- 
stellung, dass für diejenigen Puncte, wo die fortgleitende Ordi- 
nate sich im Zustande eines Maximums oder Minimums befindet, 
wie z. B. in M, iw, Q, die Berührungsliuie entweder parallel 
mit der Abscissenachse, oder senkrecht darauf sein und mithin 

der Differentialcoefficient ^ (die trigonometrische Tangente des 

Berührungswinkels) = 0 oder = co sein muss. •) 

Um jedoch diese Behauptung zu beweisen und zugleich eine 
allgemeine Regel aufzustellsn, nach welcher mau den Werth 
(Werthe) von x bestimmen kann, für welchen die Function: 
y = F(j:) ein Maximum oder Minimum wird, lassen wir dieses 
unbekannte x um eine sehr kleine Grösse, Azr, wachsen, so ist : 

y + Ay = F(^) + -^.Ax +-?.— + ..• 



*) Vorausgesetzt jedoch, daas für den Wertli von a:, für welchen ^ = 0, oo, 

dx 

die Function selbst nicht iraaginwr ist. Ist z. B. y = — i/x' — a', so ist : 
dy b X 

^ = — . ^ ^ für « = 0, Null, y aber imaginair. 
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Da nnu unter allen Umständen (selbst in den Ausnahmefällen) 

der eiste DiffereDtial-Quotient ^ die trigonometriBche Tangente 

des Berühruugswinkels giebt, so ist vennöge $ 47 Folgendes klar: 

1. So lange der erste Differential-Quotient ^ positiY (und 

endlieh) ist, ist der Bertthrungswinkel spitz und es wächst die 
Ordinate (Function) z. B. von C bis von m bis ron 
o bis Q; 

2. So lange der erste Differential-Ooef&cient negativ (und 
endlich) ist, ist der Bertthrungswinkel stumpf und es nimmt die 

Ordinate ab, z. B. von M bis m, von Q bis ^; 

3. Wenn also die Ordinate (Function) vom Wachsen zum 
Abnehmen oder umgekelirt überaeht, so mufts notliwcndiä; unch 
der erste Differential-CoefTiei' [it sein Vorzeichen umkehren, und 
mitbin für die Werthe von x, wo dieser Uebergang, also ein 
Maximum oder Minimum Statt findet, nothwendig = 0 oder m oo 
sein. *) 



Es ist also klar, dass nur für solche Werfhe von w die Or- 
dinate (Function) p F(j7) in den Zustand ehies Mktimums oder 
Minimums kommen kann, für welche zugleich auch der erste 

Differential-Quotient^ ^F'{x) entweder ^ 0 oder » oo ist. Um- 

aX 

gekehrt darf man jedoch nicht behaupten, dass für alle die Werthe 
von für welche ^ ^ 0 oder » od ist, auch nothwendig ein 



oder Minimum Statt fmden müsse* Denn es kann der 
eiste Differential-Coeüßcient eine Zeit lang positiv (negativ) sein, 
bis zu Null abnehmen (Punct I), oder auch unendlich werden 
(Punet 0), und dann statt sein Vorzeichen zu findern, wieder in*s 
Positive (Negative) ttbergehen, so dass also die Ordinate von g 
bis D fortwihrend wftchst. Zwischen diesen Puneten kann es 



♦) Eine Function einer veränderlichen Grösse, P(j7), kann überhaupt nur 
ihr Vorzeiciieu aiiderii, d. h. vom Fositiveu zum JSegaüvea oder umgekelirt 
äbeigehen, indem sie erst 0 oder oo wird. IMe Ftinction (a — a»)* s. B. ist 

fttr «<« positiv, fiir«>« negativ, für «»aNnU. Sie Function (^l^^i 

ist for • unendUoh, geht also vom Pcslttw sum Kcgsflven dnreh's üb* 
endUche «her. 
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demnaob, der Erldflrung f 88 zufolge, weder Maxima nodiMiiiiina 
geben. FUr ein Maximum oder Minimum ist ausser der Bedin* 

gung ^ 0 oder » oo aueh nothwendig noch die erforderlich: 

dass der erste Differential-CoefTlicient im Uebergunge durcli tiiCbcn 
Zustniid «ein Vorzeichen ändert (§ öl', 1. '2. weil die nächst 
voriiergehende und folgende Ordinate beide kleiner (grösser) sein 
müssen. 

8L 

Als eine ganz allgemeine Regel die Werthe von a zu finden , 
(br welche die Function (Ordinate) 7/ ^ ¥{x) ein Maximum oder 

Minimum ist, könnte demnach folgende dienen : 

1. Man differentiire die vorliegende Function und suche den 
Werth (Werthe) von Ulr welchen der Difierential-Quotient 
F'(;r) = 0^ oder auch F'(d?} » oo wird. Hat man diesen mit Xq 
zu bezeichnenden Werth (die Wurzeln der Gleichung F'(a:) - 0 
oder F'(2:) " Qc ) gefunden, so sehe man zu, ob der nächst vor- 
hergehende und nächst folgende Werth dieses DifTerential- 
Quüiienten, d, h. wenn Ä eine liinreiehcnd kleine Grösse liedeutet 
(Rdbk. % 88), ob ¥'{Xf^-h) und W(g:^-^h) entgegengesetzte Vor 
zeichen haben. Ist dann: 

2. F'(a;o-A) positiv und Y'{xQ^-h) negativ, so geht die 
Function vom Wachsen /um Abnehmen über, und es findet ein 
Maximum Statt (Punct M, Q etc.). Umgekehrt lindet ein Mini- 
mum Statt, wenn Y{x^^—h) negativ, und F(r^^-hA) positiv ist. 
Die Function geht in diesem Falle vom Abnehmen wieder zum 
Wachsen Uber (Punct m, q). 

Für die am häufigsten vorkommenden Maxima und Minima, 
WO die Bertthrungslinie mit der Abscissenlinie parallel geht, und 
mithin alle Differential-Quotienten stetig bleiben, giebt uns der 
Taylor^sohe Lehrsatz noch eine andere Regel, welche meistens 
viel leichter anzuwenden ist, als die im vorhergebenden § gege- 
bene' ganz allgemeine Regel. 

Ist n&nlieh x^^ der Werth, für welchen y = F(a:) ein Maximum 
oder Minimum wird, so sind ^{Xf^-^u:) und Ffo^o + Ax) die 
nächst vorhergehenden und nächst folgenden Ordinaten. Oder, 



. ij . ..cd by Google 



99 



indem man diese beiden nfiebBten ZuBtftnde nach dem Taylors- 
scheu Lehrsatz entwickelt: 

wo die Glieder mit graden Potenxen r<m +^ in beiden Fällen 
dieselben Yonseiehen haben. Da nun aber, sowohl für ein 
Ifaximum als Minimum der erste Diflferential>Quoiient FC^^) =:> 0 
ist) so bleibt uns noch: 

F(<r, + Ax) = F(Xo) + F"(x„) • ^ 7F"'(ir,). ^ +. . . . 

Je nachdem nun für denselben Werh ir„, für welchen der 
erste DitVerential-Quotient F'fjr^^) = 0 wird, der zweite DifVerentiai- 
Quotient F"(a?^,) positiv oder negativ ist, wird die Ordinate 
F(a;o), sowohl rtlckwärts als vorwärts gleitend, wachsen oder 
abnehmen, d. h. die unmittelbar Yorhergehende und folgende 
Ordinate FC^^-Adr) und F(^^ + Aa;) grösser oder kleiner als 
F(iBo), mithin letztere ein Minimum oder Maximum sein. 



Zur Bestimmung derjcnigeu Maxima und Minima, wo die 
Berilhrungslinie parallel mit der Abscissenachse geht, lautet also 
die einfache Heitel : Man setze den ersten Diflerential-Quotienten 
«> 0 und substiiuire den Werth welcher dieser Gleichung 
Genflge leistet, in den zweiten Differential-Quotienten F"(jr}. Je 
nachdem dieser dann positiv oder negativ ist, hat man ein 
Minimum oder Maximum. 

Zusatz. Es kann sich tretlen, dass für denselben Werth 
Sqj iUr welchen der erste Differential-Quotient = 0 wird, auch 
der zweite Differential-Quotient » 0 ist, alsdann hfttte man noch: 

F(«.T/^)-F(*.)+F"'(«.. i±|f - + n^+H--.. 

Ist nun der dritte Differential-Quotient F"'(ar^) positiv, so wird 

offenbar {§ 4G, 5) mit wachsender Abscisse (-f ^) auch die 
Ordinate ¥{Xq) wachsen, und mit abneiiiiitader Abscisse (— i^a?) 
abnehmen, weil (- Aj:)^ =— Aj?'. Es ist dann F(a;o~Air)<F(j?^) 
und ¥{Xf^ + Ax}>F{Xq). Ist der dritte Differential-Quotient 
negativ, so hat man umgekehrt F(a;Q — ^) > F(^o) und 

7» 
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F(ar^4-Ad?)<F(^^). In beiden Füllen kann also F(aß^ weder 
ein llazimnm noch ein Minimum sein ({ B8). 

Ist aber ittr denselben Werth you ip^ für welehen sowohl der 
erste als sweite DilSerentlal'Quotient « 0 idt, gleidueitig aueh 

der dritte « 0, so hat mau noch : 

F(a?o + Aa?) « F(aro) + F^(a?o) • (± + F^ (^r) • (± Aj?)» + . . . . 

und es ist dann F(3j^) ein Maximum, wenn der vierte DiflTerential- 
Quotient negativ, ein Minimum dagegen^ wenn er positiv ist etc., 
d, h. wenn für einen Werth von mehrere auf einander 

folgende Differential-Quotienten vom enten an, gleichzeitig ver* 
schwinden F(dPo)~0, ^*\x^)«^0 etc., so findet nur dann ein 
Maximum oder Minimum Statt, wenn der zuerst nicht Tersehwin* 
dende von grader Ordnung ist 

Aufgabe 1. Für welchen Werth von x wird: 

ein Maximum oder Minimum. 

Auflösung. !Nach der gegebenen Regel ist hier: 

Aus aj*-4a?+3 = 0 folgt a?=2±l. 

Für x=*S wird « 2.3 — 4 also positiv, ein Minimum. 

Für x=l wird := 2 — 4 also negativ, ein Maximum. 
Und zwar ist das Minimum » 5, das Maximum » 6}. 

95. 

Aufgabe 2. Man bestimme die Maxima oder Minima von 
folgender Function: 

x^ 
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Auflösung. Aus der Gleichung: 
dx 

findet man, dass »ie die vier reellen Wurzeln 1,1,1 und 3 hat. 
(Analysis 116.) Um zu entscheideu, ob für x = \ und af = 3 
eia Maximum oder Minimum Statt findet, enbetitniren wir diese 
Werthe statt ^ in: 

^ = 4«» - 18»« + 24s - 10. 

FUr x = 3 ist -jj^ positiv, daher eiu Mimmum ^ = 0)1. 

noch weiter differeutiiren : 

Für X - i ist auch der dritte Differential-Quotient s o , der 
vierte aber, n&mlich: 

ist tüta x- \ negativ. Für x=^\ ist also y ein Maximum — 1,7. 

Anmerkung. Der Grund, dass für denselben Werth von 
mehrere successive Differential-Quotienten = 0 werden kOnnen, 
ist leicht einzusehen. In obigem Beispiel Ifisst sieh der erste 
Differential-Quotient, in Factoren zerlegt, auch so schreiben: 

^«(-r^1)t.(<p-8), mithin: (f 22) 
0^ ^ S).8(aJ- 1)« + (a?- 1>» " (x^ l)«(4ar- 10) 

^ = (4ar - lO; • 2{x - 1 j + (35 - 0« - 4 = {x-\) (12aJ ~ 24) 

^= (12« - 24) + (a?- 1). 12 « 24a:-^6 

und es ist klar^ dass die drei ersten Differential-Quotienten, wegen 
dea gemeinsehaiUtchen Factors ^-1, für v»« 1 gleichzeitig ver- 
iMsliwiodeii mttssen. 
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96t 

Aufgabe 3. Für welchen Werth von x wird: 

ein Maximum oder Minimum? (Analysis §§73 und 80.) 

Auflösung. Für a; = 0 wird jeder der drei ersten DiflFeren- 
tial-Quotienten = 0, der vierte aber positiv. Für x = 0 giebt es 
also ein Minimum, y = 4. Man kann also auch nach dem 
Maximum und Minimum convergenter Reihen fragen. ; • * r 



97. 



Aufgabe A, Für welchen Werth von x wird: 

y ^ h-^ c{x — d)^ 

ein Maximum oder Minimum? 

Auflösung. Man hat hier zuerst: 

dx — a)* 

Dieser erste Differential-Quotient kann 
für keinen bestimmten Werth von 
« 0 werden. Er wird aber oo für x — a. 
Für diesen Werth von x steht die Berührungslinie senkrecht auf 
der Abscissenachse. Um zu entscheiden, ob ein Maximum oder 
Minimum oder Keines von beiden Statt findet, milssen wir jetzt 
(weil hier alle Differential-Quotienten für rr = a, unendlich werden 
§ 4G, 3), die allgemeine Regel § 91 anwenden. 
Wir substituiren also U'^h statt a;, dann ist : 




dx 



?7= 



c 



Dieser erste Differential- Quotient ändert also von x = a — h 
bis x = a-'rh sein Vorzeichen. Für x = a^h ist er negativ, der 
Berührungswinkel r stumpf; i\lv x = a-\'h ist er positiv, der 
Berührungswinkel t spitz. Für o? « a giebt es also ein Minimum, 
y = h. Dies kann man auch schon unmittelbar aus der gege- 
benen Function y -^h +c{x~~ a)^ erkennen, weil für x = y = b 
und für xr=aTh immer y > 6 ist. 
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Aufgabe 5. Es ist von einem Dreieck, ABC, Grundlinie 
und Jiölie gegeben, BC = a, AK = ä. Es soll darin, wie Figura 
zeigt, ein Rechteck, DEFG, so gezeichnet werden, dass der 
Flächeninhalt desselben möglichst gross (ein Maximum) wird. 

Auflösung. Es sei die unbekaniite 
Höhe des Rechtecks DG a;, so ist 
ALbA-*^. Die andere Seite DE des 
Reefatecks ergiebt sich aus : h-x : Jb»DE : o, 



i; c. K 



woraus DE « -r " Inhalt « des 

Rechtecks ist also ausgedrückt durch: 



a 



a 



80 dass also » eine Function von ic ist. Man hat nun: 

Aus h^2x^0 folgt a^ih und da der sweite Differential- 
CoefBcient: 



negativ ist, so tindet ein Maximum Statt. *•) Von einem 
Minimum kann hier offenbar nicht die Rede sein. 



Aufgabe 6. In einem gegebenen Kreise ein Rechteck sa 
beschreiben, dessen Inhalt s ein Maximum ist. 

Auflösung. Sei der gegebene Radius »r^ die Grundlinie 



*) Für denselben Werth von fHr wdeben die Fnnetkm x'^h — ») ein 
Maximum oder Minimum ist, wird es offenbar auch das Prodact . « (A — «). 

Man kann also des leichtem Sehreibens halber bei Bestimmmic der Maxima 
und Minima einer Function von die oonstanten Fsetmi, womit diflseUbe 
multiplicirt ist, gleich miberückaicbtagt lassen. 

**) In der Regel sidit man es schon ▼oxsus, ob ein Majdmmn oder Mi- 
nimum Statt findet und bat deshalb selten lUNUg, den oft UM%eii iweiten 
T^firtimtMilr^fltiftntBn sn entwidMln. 
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des fraglichen Rechtecks also die Höhe »i/4r*— a;^, so ist 
der Inhalt: 

Für denselben Werth von j:, für welchen z ein Maximum 
wird, ist offenbar auch 2* ein Maximum. Wir können deshalb, 
des leichtern Diflerentiirens halber, die Function erst rational 
machen und dann ist: 

ax 

Für a; = 0 giebt es gar kein Rechteck. Wir setzen deshalb 
den andern Factor 2r'*— ^*-=0, woraus die Grundlinie x = r^2 
und die Höhe -^Ar'^'-2r'^^r^2 folgt. Das grösste Rechteck, 
welches in dem Kreise construirt werden kann, ist also das 
Quadrat und dessen Inhalt = 2r^. 

100. 

Aufgabe 7. In einer Kugel einen gra- 
den Kegel zu construiren, dessen Seitenfläche 
z ein Maximum ist. 

Auflösung 1. Es sei AC = r der Radius, 
AP=a; und MP=y, so ist y =\/2rx-x'^ fer- 
ner BM^Ä gesetzt: 2r— a;: A = A: 2r, woraus: 
A = v^2r(2r — a;). Nun ist: z-ynk-^ also: 

z = \/2rx-x^'7i'\/2r' Sl'lr-x 

a = TT V2r- (2r --x)\Jx^ nsjlr- {^rx^ - x^) 

-7- = rx~^ — 4a;4 = 0 
fix ^ 

AV = x = lr 

Auflösung 2. SeiMCP=Ö, so ist y = r sinö und >l=2reosi^, 
mithin ist: 

» = r8inÖ.7r-2rcos4ö = 2r^7r-sinÖ.cos.iö 
dz , 

^ = cosiö-cosö-isinÖsin4^ = 0 

tgÖ-tglö = 2 

1 — cos^ 
eosg (Trigon. § 100). 

cos Ö = J 
AP = r — rcosö = Sr 
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Aufgabe 8. Eine Zahl, a, in zwei solche Theile su thei- 
len, dass deren Product ein Maximum wird. 

Auflösung. Jeder der beiden Theile ist =ia. 

Aufgabe 9. Eine Zahl, a, in zwei solche Theile zu thei- 
len, dass das Product aus der zweiten Potenz des einen und der 
dritten Potenz des andern ein Maximum wird. 

Auflösung. Die beiden Theile sind {a und |a. 

Aufgabe 10. Unter allen Brüchen denjenigen anzugeben, 
der sein Quadrat am meisten übertriflft. 

Auflösung. Der gesuchte Bruch ist =» ^. 

Aufgabe 11. Für welchen Werth von x wird 
sind? • cos (a — o?) ein Maximum oder Minimum? 

Antwort. Aus F'(ar) = co8(a - 2ir) = 0, folgt: <i-2jp-±Y' 

Für 0! = -^ + ^ ein Maximum, und für ein Minim. 

Aufgabe 12. In einem graden Kegel den grössten Cylinder 
zu beschreiben. 

Auflösung. Heisst h die Höhe und r der Radius des ge- , 
gebcueu Kegels , so ist die Höhe des fraglichen Cylinders <= ^h, 

102. 

Aufgabe 13. £s ist ein Stück Papp in Form eines Recht- 
ecks gegeben. An den £cken sollen solche gleiche Quadrate 
weggenommen werden, dass, wenn die Übrig bleibenden, recht- 
winkligen Streifen 1, 1; 2, 2; senkrecht 
gegen die Fläche 8 aufgebogen werden, 
der entstehende hohle Kasten an Kubik« 
Inhalt V möglichst gross werde. 

Auflösung, Es sei die Orundlinie 
des Rechtecks =6, die Höhe und a; 
die Seite der wegzunehmenden Quadrate, 
80 ist die Fläche des Stücks (3), =(ö-2a;) 
(^•~2;r), mithin das Volumen: 

Y = x{b-2j:) {h - 2x) ^bhx-2ib + h) a;« + 4a? • 

ivX 
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Hier kann nur das untere Vorzeichen gelten, weil von einem 
Minimum, welches =0 sein würde, nicht die Rede sein kano. 
Wäre Ä = 6, so wäre x = ib und das Maximum \ = ^^b^. Man 
kann dieselbe Rechnung auch auf Dreiecke, Fünfecke etc. an- 
wenden. » 

103. 

Aufgabe 14. Zwichen den Schenkeln eines rechten Win- 
kels, A, durch einen gegebenen Punct, C, die kürzeste Linie 

MP = A zu ziehen. (Von einem Maximum 
(= 00 ) kann hier nicht die Rede sein.) 

Auflösung 1. Es seien die Coor- 
dinaten des gegebenen Punctes : AB = a, 
BC = b und AP = x , AM = t/ , so ist : 

bjp 

y : 05 = ö : jj-fl, woraus: p- ^, mithin: 







1 









äx 



2x-\-- ; TT ^^0 



X ~ a + [/ab'^ 

Auflösung 2. Man setze MPA = y, so ist CP = 



sin <p 



und 



a 



MC=-^, mithin: 

COSy 



a b 



cos (p sm (p 

dX asiny 6«cosg> ^ 
(l(p cos^y sin*<p ~ 

tgy-t/- 

8 ^ 

AP = a+ bcot^) = a+b\/ 
104. 

Aufgabe 15. Es sind in der graden Linie AG zwei Puncte, 
B und C, gegeben , nämlich : AC = a , AB = b. In der auf BC 
senkrechten Linie AD, soll ein Punct, M, so bestimmt werden, 
dass die von ihm nach B und 0 gehenden Linien den möglichst 
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grössten Winkel d bilden (die Linie BC in M unter dem gröss- 
tei] GesiehUwinkel erscheint). la welcher Höhe AM, = s liegt 
der Puact? 

Auflegung. Bb fleiiQi&«ii, bo ist: 




tgu + tgö 



1-tgM.tg« 



X 

a 

a 



Weil für denselben Werth von x, für welchen ig 6 ein 
Maximum ist, auch 6 ein Maximum wird, so ist es nicht nöthig, 

diese Gleichung auf 0 - arc tg — zu reduciren. Man hat 

ans ersterer Gleiehung, mit yemaclilissigmig des einflusslosen 
Faetois n — 5: 



(a6 + a?«)« 



dx 



Aufgabe 16. Um einen Kreis, dessen Radius »r gegeben, 
em gleichschenkliges Dreieck zu beschreiben, dessen Inhalt ein 

Minimum ist. 

Attflösnng. Sei der halbe Winkel an der Spitse »0, so 

r 



ist die Höhe des Dreiecks = r + 



sin^' 



die halbe Grundlinie 



^/r+-^Vtg6, mithin der Inhalt y^'U+MPft* ^^93 
V mskB/ ^ * sm^'üosa 

Randanmerkung) : 

<fe 2flin Ocos* g ' (1 +8in - ( 1 -f sin g)* (cos« -^sin* ß) 

dB" sin^Ö-cos^ö ^ 

28in«(l -sins«) » (1 H-ain^) (1 - 2ain«0) 

hieraus (beiderseits durch 1 -»-Rinö dividirt); sintfs»^, mitiun 
0.->dO<». Das fra^liobo Dreieck ist folglioh eio gleiciiseitiges. 



106. 

Aufgabe 17. Die Grundlinie und Höhe eines Rechtecks 
«u bestunmen, welelies bei gegebenem Inhalt, a, den mögliehst 
kleinsten Umfang (ti) bat. 

Auflös utiy. Um zuvor eiii/iisehen, dass Umfaug und Inhalt 
nicht von einander abhängen, sei, Beispiels iialber, der Inhalt 
a = 86D'. Nimmt man nun die Grundlinie = Ö', so ist die Hohe 
SB 4' und der Umfang = 26\ Nimmt man die Grundlinie ^12\ 
so Ist die Höhe »S' und der Umfang jetzt »SC etc. 

Sei also die Grundüuie » ir , so ist die Höhe » und der 
Umfang 



-f- 



Unter allen Rechtecken von gleichem Inhalte hat also das 
Quadrat den kleinsten Umfang. 

Anmerkung. Man kann diese Aufgabe und alle HhnUchen 
auch umdrehen und so stellen: Die Grundlinie und Höhe eines 
Rechtecks zu bestimmen , welches bei gegebenem Umfange = 5 
den grÖBsten Inhalt a hat. Denn heisst 9 die Grundlinie, so ist 
die Höhe = — i und der Inhalt: 

a=(i6 — a)« 

Wir haben hier also wieder ein Quadrat. Es ist demnach 

einerlei, ob wir den Umfang b als vciunderlicli und den Inhalt 
a als constant, oder umgekehrt den Umfang 6 als constant und 
den Inhalt a als veränderlich betr?>cbtpn; das Verhältniss der 
unbekannten Grössen, Grundlinie und Höhe, bleibt in beiden 
Fällen dasselbe. Gauss macht darauf aufmerkoam^ dass hi^nn 
eine sehr feine Metaphysik üe^ 
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Aufgabe 16. Den Badius und die Höhe eines giaden 
Cylinden anzugeben, der bei gegebenem Inhalt a die kleinste 
Oberfläche « hat, die Grundflächen mitgerechnet. 

Anflösnng. Heisst r der Radius des Oylinders, so ist seine 

HöheA=-^, mithin die Oberfläche; « = 2r7r -^ + 2r*;r oder: 

dz . A 

Es ist mithin die Höhe gleich dem Durchmesser. Soll der 

s 

Clünder oben offen sein, so ist ftsrei/-. 

107. 

Aufgabe 19. Es sollen dieselben Dimensionen r und A für 
den Cyliuder bestimmt werden , der jetzt bei gegebener Ober* 
fläehe «> a den grössten Inhalt hat 

Auflösung. Es ist r-y/^und Ä = y/|^ = 2r. 
Soll der Gjlinder oben offen sein, so ist wieder h»r^^ 

108. 

Aufgabe 20. Ks soll ein Haubenabschnitt, von gegebetiem' 
Cubioinhaltsii, construirt werden, dessen krumme Fläche % ein 
Ißnimum wird. Wie müssen die Höhe s des Absehnitts, und* 
der Radius y des Grundkreises genommen werden? 

Auflösung. Die Bedingungsgleichuugen sbd hier (Geome- 
trie S 178, Amkg. 2 u. S 184, Zus.) 



-xn = a und 
und man findet ^-^y. 
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Aufgabe 21. Es sollen dieselben DimeDsionen für den 
Haubenabsehnitt bestammt werden, welcher bei gegebener krum- 
mer Oberflflehe = o, den grOssten Inhalt hat. 

Auflösung, Man findet hier wieder x=y'=^ 

109. 

Aufgabe 22. Den Werth von x xu finden, lUr welchen 

em Mmimnm wird. Von einem Maximum kann hier nicht die 
Rede sein. 

Auflösung. Man hat hier zuvor: 

\y-xAx 

y = 

^-c-''(to+l)«0. 

Den Factor x* kann man nicht = 0 setzen, olmehin 

würden alle folgenden Differential-Quotienten, weil sie ihn ent- 
halten, verschwinden, mithin von einem Minimum gar nicht die 
Rede sein können ({ 9d). Wir setzen demnach den andern Fac- 
tor ia; 1 = U , woraus lx = -\ und x* == =s i folgt. Das Mi- 

nmium ist ^""^T 

ISO. 

Aufgabe 23. Den Werth von x zu fioden, liir weichen 

I 

X — 

ein Maximum oder Minimum wird. 
Auflösung^ Man hat hier auvor: 



ydx j; X 

(Maximum ^e). 
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Hl. 

Aufgabe 24. Die WerUie von x ansugeben, fttr welche 
die gebrochene Function 

(ar-f 2)» 

ein Maximum oder Minimum wird. 

AuflÖBung. Es ist: -r^= — ' , — 

1. Für aj = — 3 wird ^ = oo. Wir müssen also in diesem 

ax 

Falle die allgemeine Regel (§ Li l ) anwenden, um zu entscheiden, 
üb ein Maximum oder Minimum Statt findet,*) mithin — 3 + ^ statt 
X setzen, dann ist: 

dx 

Nimmt man nun, wie es geschehen kann und muss, h Ter- 

schwindend klein, so ist der Differential-Quotient ^ fUr — ne- 

dx 

gativ , für + ^ positiv. Für X'^-' ^ wird also y eiu Minimum 

( QO). 

2. Für ^ = — 2 uud x » — b wird ^ ^* -^^^ BerübrungS' 

linle geht also mit der Abscissenlinie parallel. Um zu ent- 

Bcheiden, ob für diese Werthe von w ein Maximum oder Minimum 
Statt iindet, wendet man auch hier (w eil der 7Aveite DiOereutial- 
Quotient zu complicirt wird) bequt nitr die allgemeine Regel (§91) 

an. Für x^^^^h ist positiv, sowohl vorher 

dx (1 +Ä)3 ^ 

als nachher. Für x - — 2 giebt es also weder ein Maximum 
noch Minimum. 

Fttr x^-h^hUi ^ — Torher positlT, nachher 

negativ. Für ^»«5 wird also y ein Maximum a ^ 6f. 



*) Dies leuchtet hier viel ein&cber aus der FunctioQ sdbflt berviur. 
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A n m i r k u n c 1 . Dass unter mehreren negativen Oidinaten 
die kleinste (— Cj) ein Maximum, im positiven Sinne genannt 
weiden muss, wird klar, indem niiiu die Abscissenachse um so 
viel tiefer gelegt denkt. Umgekehrt ist ein Maximum im nega- 
tiven Sinne ein Minimum im positiven Sinne genommen. 

Anmerkung 2. Will man in diesem Falle, nämlich bei 
gebrochenen Functionen, auch den zweiten Differential-Quotienten 
entwickeln, und 

(fy _ (a; + 2) n. y + 5) _ P_ 

nochmals differentiiren, so wird man folgenden Rechnungsvortheü 
nicht aus den Augen lassen. 

Nachdem man nämlich den Nenner mit dem Differential des 
Zählers multiplicirt hat. braucht man den Zähler (eben weil er 
ja für ein Maxim um oder Minimum — o ist) nicht mit dem 
DifFcrentinl des Nenners zu multipiiciren. Man hat also hier 
z. B. kürzer: 

dx^'^ \ {x-^Z)^ { 

d-^y ^ 3{a;+2){x+4) 1 rfP 
dx^ (a? + 3)3 ~^(i'ds 



Man hat also nur den Zähler des ersten Differential- 
Quotieaten in differentüien und den Nenner, wie er ist, su lassen. 

Für ^ ■> ~ 5 ist -7-4 negativ, daher ein MaTimum. 

Für - 2 ist aber -7-^:» 0. Wir müssen also weiter dÜFe- 
rentiiren ($ 75). 



Da nun dieser dritte Differential-Quotient fiir x — ^2 nicht 
auchsO wird, so giebt es fUr s^^2 weder ein Maadmum 
noch Ifikiimuii (S 7d Zus.). 



Aufgabe ^5. Für welclieii Werth toh m wird der Bffueb: 
ein Minimum? 

Auflösung. Es ist uud das Minimum auch 
Aufgabe 26. Für wekhen Werth Ton ^ wird der fttK&s 

ein Maximum oder Minimum? 



Auflösung. Für £c = +l ein Maximum fiir iF=»— 1 

ein Minimum ^. (Siehe Anmerkung 2, { III.) 
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SechstM Buch. 



Vom Laufe der knunmen linien. Gonvexität, 

Concavität, Inflexiou. 



US. 

£)rklärung. Eine krumme Linie oder ein Theil derselben heiast 
oonrex (erhaben) oder eoncaT (hohl) g^u die Abeoiflsen* 
adise, je nachdem derselbe, voa irgend einem seiner Punete ans 
betrachtet, ganz ansserhalb der durch diesen Punci gedachten 
BerOhrungtlinie und der Absdssenaehse liegt, wie aiMM' oder 
daswisohen HQlt, wie iiNM', und durch eine grade Linie nicht 
in mehr als swei PUncten geschnitten werden kann. 

Die Punete, wo eine krumme Linie von Convexität in Con- 
cavität oder umgekehrt übergeht, heissen Inflexions- oder 
WendungspuiK l( . (Z. B. s. t. v. Fic;. § 88.) 

Eine krumme Linie oder Bogen, welcher einen Wendungs- 
punct hat, also theils couvex, iheils concav ist, kann durch eine 
grade Linie in mehr als swei Puncten geschnitten werden. 

m 

Um nun eine allgemeine Kegel zu finden, nach welcher man 
beurtheilen kann, ob eine krumme Linie, deren Gleichung p'=ii\x) 
gegebeui von einem bestimmten Punete, M oder N, aus betrachtet, 
eonvex oder concav ist^ und wo ihre etwaigen Wendungsponcte 
liegen, bringt die Differential^ oder Fluzions - fieefanang doreh 



Digiii^uü üy Google 



115 



unmittelbare Anwendung des Taylor'schen Lehrsatzes die Func- 
tion y « F(x) ganz einfach zum Fliessen. *) 



U4. 




a a p a 




Seien jr, y die Coordinaten 
eines Punctes, M oder N. Setzen 
wir in: y = F(a;), x-f Aa: statt 
ar, und ziehen den alten Zu- 
stand von dem neuen ab, so 
ist bekanntlich: 



^ diS dx^ 12 Ar» 1-2-3 

und: RT^^.Ax 
ax 



Da wir nun, um keinen Wendungspunct zu überspringen, Aj: 
so klein annehmen müssen und können, dass jedes Glied in der 
Taylor'schen Reihe grösser ist, als die Summe aller folgenden, 
so erhellet leicht, dass wenn für positive und wachsende Ordi- 

naten, wo ja ^ immer positiv ist, ♦*) der zweite Differential- 
ax 

Quotient -r-^ auch positiv ist, dann nothwendig RM' > RT ist 

(die Ordinate wächst accelerirend), und die krumme Linie von 
M aus oberhalb der Berührungslinie liegt, mithin vorwärts con- 
vex ist. Dies ist sie dann aber auch rückwärts. Denn lassen 
wir die Ordinate MP - y zurückflicssen, indem wir — Aar statt 
-f Afp setzen, so bleibt, wegen der graden Potenz, das Glied 
(C^y (-Ax)2 



1-2 



positiv, und es ist dann: 



♦) Diejenigen Puncte, welche in der Abscissenachse selbst liegen, so wie 
auch die, wo die Berührungslinic senkrecht auf der Abscissenachse steht, und 
der Taylor'sche Lehrsatz keine Anwendung findet, werden wir §§ 118 und 124 
besonders betrachten. 

**) Der Fall, wo die Ordinate sich gerade im Zustande eines Minimiuns 

dy 

oder Maximums befindet, und 0 ist, macht keine Ausnahme. 

8» 
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d. h. rm ist kleiner als rt^ (die Ordinate iiiiuint retardirend ah), 
mithin der Bogen M'iim, weil oberhalb der Bertthnmgsliiue 
liegend, ocovex, 

2. Ist der zweite DHTeTentiel-Quotient negativ, wie es fdr 

die Abseisse des Punctes K dtr l^'all ist, so ist tiothwendig 
RM' < RT und rn > rt\ "nd die krumme Linie ist dann von N 
aus sowohl vorwärts als rückwärts concav. 



Wir haben im vorhergehenden § wachsende und positive 
Ordinaten angenoinmen. Es ist jedoch (nöthigenfalls durch Hülfe 
einer Figur) leicht einEusehen, dass gans dieselben Sehlttase Air . 

abnehmende positive Ordinaten, wo ^ negativ ist, so Mrie 

auch fUr die Puncte, ^^^^^ ^^^^ linden. Für negative 

Ordinalen jedoch findet gerade umgekehrt Gonvexitftt Statt, wenn 

-T-^ negativ, und Goncavitftt, wenn positiv ist. Mit Berüdt- 

sichtigling des VorzeichenR doi Ordinate y ist daher die allge- 
meine Kegel, welche alle f^äUe umfasst: Eine krumme Linie ist 

so lange convex, als das Product y • positiv, concav da- 
gegen, wenn dieses Product negativ ist. 



U6. 

Fflr diejenigen Abscissen dl>er, fUr welohe als dritter FWl, * 
der sweite Diffeiential-Qnotient « 0 ist, ist ftir das Fortfliessen 
jBnd^Zurfiekfiiessen der Ordinate die Differenz derselben: 

Ist nun der dritte DiiTerential-Quotient positiv, so ist 
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itar 4- Aa;, RM' > RT (weil ja BT = ^ i^) und für ^ m>rl, 

mithin die kruinine Linie vonvärts convex und rückwärts concav, 
Bnd folglich dieser Punct nothwendig ein Wendungspunct. 

Ist umgekehrt der dritte Differential-Quotient negativ, so 
kt für +A2r, RM<RT und für rm<riy mitliin die 

krumme Idaie Torwftrts eonear, rttekwirla eouTex, und dieter 
Pooet nothwendig wieder dn Wendungepunot* 

In den Wendnngspuneten mom demnach die BerOhningsIuiie 
die krumme Linie allemal aehneidea. 



U7. 

Ana Yorstehendem $ folgt also zur Auffindung der Wendusgs- 
puncte einer kmmmen Linie die leichte Begel: Man setie den 

zweiten Differential-Quotienten ^- ¥"(») 0, so geben die 

reellen Wuneln dieser Oleiehmig die Absoiaeen der Wendungs- 
puucte. 

Anmerkung. Es kann sich treffen, daaa für denselben 
Werth Sff^ für welchen der sweite Differential-Quotient F'(^)«0 
wird, auch noch der folgende oder mehrere aueceaaiv folgende 
▼erscbwinden. Alsdann kann ea offenbar nur einen Wendungs 

punct geben, wenn der erste nicht verschwindende höhere 
Diilerential-(^uutiei)t von uu grader Ordnung ist. 

U8. 

*) Wir haben nun schliesslich noch den Fall zu betrachten, 
wo in einem Punete die Bertthmngalinie aenkrecht auf der Ab- 
seissenlinie steht und folglich alle Differential-Quotienten co (un- 
stetig) sind. Hier kann jedoch der Tajlor''aGhe Lehrsatz nur 
darauf aufinerkaam machen, daaa man dleaen Fall beaondera 
betrachten und zusehen muss, was vorher und nachher paaairt. 

Ist nämlich y — F(x) die Gleichung einer krummen Linie, und 
Xq die Abscisse, für welche F'(d7), F"(ar) etc. = oo sind, so ist 
F(a;„ - Aj:) die näehst vorhergehende, und ¥{Xq + ^) die nl&chst 
folgende Ordinate. Sind nun: 

1. beide Ordinalen reell und gleichzeitig kleiner oder grösser, 
als die Ordinate F(jp^), SO findet ein Maximum oder Minimum, 
aber kein Wendungapunct Statt. Die krumme Linie bildet einen 
Ffeü, wie bei Q, 9, f 88« 
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2. bt die eine Ordinate gfösser, die andere kleiner als F(jr„), 
80 iat der fhigliehe Punetein Wendungspunct (z.B. Pnnet $88). 
Dies zeigt dann auch der zweite Differential-Quotient F"(d?^^ Ax), 
der dann von x = x^^ - i\x bis x = x^-{- Aj:^ vom Positiven zum 
]^iegati?eo, oder umgekehrt, durch s Unendliche übergeht. 

3. Ist Ton den beiden GrOssen F(^^-Air) und lf(x^ + ^) 
,die eine reell, die andere imaginair, so giebt es (im Allgemeinen) 
erstens einen Rttckkehipnnet, wenn die reelle ChrOsse nor einen 
einzigen Werth bat, zweitens einen Sebnabel, wenn die reelle 

Grösse zwei Werthe hat, die beide grösser, oder auch beide 
kleiner als F(j:y) sind \ drittens wenn aber der eine Werth grösser, 
der andiic kleiner als F(aj„) ist, so bezeichnet der fragliche 
Punot eioiaoh die Grenze der krummen Linie. 

4. Wenn endlksb beide Grössen F(^^ t-/Sx) und F(j:^ + 
oder auch nur eine derselben mehr als zwei Ordinaten geben, 

so ist der fragliche Pnnet (im Allgemeinen) gleichzeitig, sowohl 

ein Wendungspunct, als auch ein sogenannter vielfaeher Punot, 
und zwar ein doppelter Purict, wenn zwti, und ein dreifacher 
Puuct, wenn drei Zweige durch ihn gehen etc. 

Anmerkung. Diese eben erwfthnten Puncto pflegt man wohl 
die besondern Punete der krummen Linien zu nennen. 

Um sie zu finden, kann aber die Difl'ercntial-Keehnung (weil 
gerade in diesen Fällen der Tayior'sche Lehrsatz nicht anwendbar 
ist) keine andere Vorschrift geben, als dass man erst zusieht, in 
welchen Fällen die Differential-Quotienten 0, oo oder ^ werden, 
und dann die Art des fraglichen Punets bestimmt, indem man 
unmittelbar untersucht, wie viel Zweige der Onrve durch diesen 
Punet gehen, ob sie sieh diesseits oder jenseits erstrecken und 
ungleich auch die Lage der BerOhrungslinien bestimmt. 



Aüfgulte. Zu untersuchen, ob die Parabel concav oder 
convex gegen die Absoissenlinie ist und einen Wendungspunct hat. 



U9. 



Auflösung. Aus der Gleichung y = ^ax folgt: 





m 



Da Iikr der zweite Differenttal-Qaofieiii für jeden Werth nm 

X negativ, so ist die Parabel in ihrem ganzen Verlauf concav 
gegen die Abscissenachse. Einen Wendungspunct kann es schoi^ 
deshalb nicht geben, weil der zweite Ditferential-Quotient nicht 
= 0 gesetzt werden kann. Ebenso, verh&lt es sich mit den bei» 
den iLbrigen Kegelecluutten. 

WO, 

Aufgabe. Die logarithmische Linie y = ht in Bezug aul 
Convexität, Concavität und Wendungspunct su disoutiiea. 

Auflösung. Ans der Oleiehung folgt: 

Ftbr alle »> 1 ist das Prodnot y,-ri negatnr: dieLiBM alao 

concav ({ 95). FUr alle welche echte Brüche sind, ist y 



negativ f das Produet y 



d'^y 



positiv; der imtilillNl Alf Al>- 



scissenachse liegende Zweig also convex. 

EinWendungspnnot kann nioht Statt findepi w«H im IWfttf 
Differential-Qnotient für keinen Werth von ^r, ^ 0 v^ii külB« 



A P 



I2L 

Aufgabe. Den Lauf der Curve 
zugeben, deren Gleichung: 

y a ö -Ka? - «)♦ 
Auflösung, Bs i^t: 



Für x^a ist ^=>0. Die BerOhningsIime geht parallel mit 

dör Abscissanlinie; die Ordinate y^h ein Minimum, weil für 
^-a, der ante niefaft venahwindenda giada Dü&Mranti»l-<ittoti«i| 
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^-^ positiv ist (§ 93). Dies folgt auch schon, erstens: aus der 
ax* 

Gleichung selbst, indem für jr = a±Ä, die Ordinate y«=6 + Ä*; 

zweitens daraus: weil der erste Differential - Quotient ^ von 

x = a — h bis x — a + h sein Vorzeichen ändert. Der zweite Dif- 
ferential-Quotient ist zwar — 0 für a; = a, es findet deshalb aber 
kein AVendungspunct Statt, weil der erste nicht verschwindende 
höhere Differential - Quotient kein ungrader ist ($ 117). Ein- 
facher noch folgt dies aus dem Verhalten des zweiten Differen- 
tial-Quotienten, der für alle Werthe , welche dem = a vorher- 
gehen und folgen, stets positiv und mithin die krumme Linie 
(mm') auch stets convex ist. Man wird, als zur Uebung dienend, 
finden, dass die der Gleichung: y = b-~{a: — a)* entsprechende 
Linie (nn) für positive Ordinaten stets concav ist und für x = a 
ein Maximum, y = hat. 

122. 

fk. Aufgabe. Den Lauf der krummen 

Linie anzugeben, deren Gleichung: 

y = b + (a; - rt)* 
Auflösung. Hier ist: 

g=5(^-a)* 




-20(a;-o)» 



(iv 

Es ist nun zwar für = a, ^ = ^ und die Berührungslinie 

wieder parallel mit der Abscissenachse , jedoch findet weder ein 
Maximum noch Minimum Statt, weil für a: ** a der erste nicht 

verschwindende höhere Differential-Quotient 4-^= 120 nicht von 

grader Ordnung ist (§ 93). Dies erhellet noch leichter, erstens: 
aus der Gleichung selbst, indem die nächste Ordinate für a; = a— A 
kleiner, für x^a + h aber grösser ist, als für x^a'^ zweitens: 
aus dem Verhalten des ersten Differential - Quotienten , der für 
x = a + h stets positiv ist (sein Vorzeichen nicht ändert). 



Digitized by Google 



12t 

Der zweite Differential-Quotient wird =0 für und da 

nun der erste Dicht yerschwindende höhere Differential-Quotient 

(^) ungrader Ordnung ist^ so find«t flOr ««a ein Wen* 

dungspunct Statt (f 97) and zwar ist die krumme Linie nach 
M stets eoBvex, vor M fUr positiTe Ordinaten eonear, fttr 
negative eonvex (f 115). 

ML 

Aufgabe. Die krumme Linie zu discutireu, deren Gleichung: 

8 

AttfldsuBg. WeQ jede grade Wunel das doppelte Tor- 
seieben hat, so ist snerst klar, dass die krumme Linie sich naeh 

der positiven Seite hin, mit zwei Schenkeln in's Unendliche er- 
streckt. Für X = 1 schneidet der untere Schenkel die Absoissen- 
acbse. Da nun: 



rf«y 1 




und ^ für B 0, unendlich ist^ so steht die Bertthrungslinie i«i 

Anfangspunct A beider Schenkel senkrecht auf der Abscissenachse. 
Für den obern Schenkel giebt es weder ein Maximum noch 

ein Minimum, weil ^ für ^»0 bis ^»qo immer positiv ist. 

ÜX 

Da ferner für diesen Schenkel ^r^=-(—r—+ . ! , ^ nicht « o 

^ Sv^^ ^^^ ^ 

werden kann, und immer negativ ist, so bleibt dieser Schenkel 
in seinem ganzen Verlauf concav. 

Für den untern Schenkel, welcher mit dem obern einen 
Schnabel bildet, ist: 

I I 4»g 2_ 1 
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Für X - CS)* wird ^ = 0 und da für diesen Werth von x 

ax 

der zweite Differential-Quotient negativ ist, so giebt es ein 
Maximum = 

Um einen etwaigen Wendungspunct zu finden, setzen wir 

j~ = 0, woraus : x = ( )• ^^r diesen Werth von x giebt es 

einen Wendungspunct, weil der dritte Differential-Quotient nicht 
= 0 ist etc. 




124. 

Aufgabe. Den Lauf der parabolischen Linie anzugeben, 
deren Gleichung: 

y = a;»-9a:^-f28ar-15. 
Auflösung. Man hat hier: 

ax 

Es ist, wie aus der Auflösung der eubiMh«« Gl«i«kung 
a:3-9a:2+23jr- 15 = 0 folgt: y = - 3)(a; - 5), mithin: 

y = 0 für a? = 1 , =3, =5. Von 1 bis = 3 ist y stets po- 
sitiv ; von 07 = 3 bis a? =« 5 ist y negativ. Für x<l ist y immer 
negativ ; für > 5 immer positiv. Die krumme Linie schneidet 
die Abscissenachse also dreimal. 

Ferner foliit aus: ^ = 3ar* - 18iF + 23 = 0, dass a: = 3 + v/J. 

Da nun ^ für a? = 3 + ^/| positiv und für ar = 3-^| negativ 

ist, so findet für erstem Werth von x ein Minimum und für den 
andern ein Maximum Statt. Für einen etwaigen Wendungspunct 

folgt aus ^ = 627-18 = 0, dass x = S. Da aber diesen Werth 

von a;, die Ordinate y = 0 und also das Product y- t-^ weder 

ox 

positiv noch negativ ist (5 U5), so rouss man in diesem Falle, 
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wo nämlich der fragliche Wendiingspunct in der Abscissenachse 

liegt, das Verhalten des zweiten DitVerential-Quotienten hinsichtlieh 

seines Vorzeichens immitteibar vor und nach diesem Durch- 

_ d-u _ 
eelimttspuiiet untersuchen. Für x^Z + h ist + 6ib. Vor 

dem Durchschuittspuüct sind die Ordiuatea positiv, also y*^^ 

negativ. Nach dem thirehschnittspunct sind die Ordinaten negativ, 

alsoy-j^ wiederum negativ. Die krumme Linie ist also vor 

und nach dem Durchschnittspunct concav und deshalb muss der 
Durehschnittspunct ein Wendungspunct sein. Es ist auch unmit- 
telbar einleuchtend, dass eine einf()rmige krumme Linie, die sich 
ohne Wendungspunct durch die Abscissenachse hindurch zieht, 
auf der einen Seite nothwendig concav, auf der andern Seite 
eonvex ist. Ist eine einförmige krumme Linie aber auf beiden 
Seiten concav oder convez, so ist der Durchsefanittspunot ein 
Wendungspunct. 

125. 

Aufgabe. Die krumme Linie zu discutiren, deren Gleichung: 

y-4±(iP-d)V(j?-4). 

AMfl()sung. Für x<A ist // inuigi- 
nair. Für x> 4 bekommt y zwei Wcrthe, 
die gleichviel über und unter 4 sind. Die 
krumme Linie wird also durch eine mit 
der AbsoiBsenachse parallele Grade in 
iwei Hftllten getheÜt. Für 8 werden beide Ordinaten gleich 
(s4). In m ist da Doppelpunet. Femer hat man: 

Für wird ^ - ^ * 1^^® BerOhrungslinie steht senk- 
recht auf der Abscissenachse. Für s^S. wird $»±2. Im 

dx 

Doppelpunet m giebt es also zwei Bertdirungslinien. Für 
giebt es ei» Manimwi .und Minimum etc. 
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Siebentes Biudit 



Von der iaüminimg der CuiTen. 



IM. 

Erklärunfir. Seien y^¥{x) und y^fix) die Gleichungen 
zweier krummen Linien, CD, EF, welche auf dieselbe Abscissen- 
linie und auf denselben Anfangspunct bezogen sind, Wäre nun 
filr einea bestimmten Werth, F(4?)«/(a:), so haben die krum- 
men Linien für diesen Werth a: einerlei Ordinate i/^y-MF 
und gehen also beide durch denselben Punct M. LäMi man die 
AbsciBt»e um ^ wachsen^ so haben wir: 

+ = F(jr) + F'{x) • A«+ F"(a;) . — + . . . . 

y + Ay^ fix) + f'M'Aa + riwy—^ 

WÄre nun auaaer fXx) = F(x) auch noch f'{x) F'(a:) , bo 
haben beide krummen Idnien in dem gemein«ehaftUchen Punete 
H aueh eine gemeinBohaflliehe BerOhrungsIinie, und Lagrange 
sagt: in diesem FaUe finde unter beiden krummei Linien im 
Punete M eine Berflhrung ersten Grades Statt. Wäre 
ausserdem aueh noch f"(x) = ¥**(w)^ so nennt Lagrange dies eine 
Berührung zweiten Grades, und wenn noch f"\x) = F"'(iF), eine 
BertlhruDg dritten Grades etc. 

Es ist einleuchtend, je mehr auf einander folgende stetige 
Differential-Quotienten, vom ersten nn, einander gleich sind, je 
inniger schmiegen die beiden krummen Linien, in der Nähe 
ihres gemdnsehafUicheii Punete» ^eh an einander. 
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lar. 

Aufgabe. Es sei die eine Linie vollkommen bestimmt, 
s. B. eine Parabel, y = ^9dP, die andere Linie aber nur der Art 
naeb bestimmt, sie soll s. B. eine paraboliscbe Linie sein, deren 
Gleiehung die Form: yä^a + dd^+cdP* bat Man soll nun die 
Coeffidenten fr, e so bestimmen, dass diese Linie mit der 
Parabel y=\/^x im Punete M, dessen Coordinaten a:=4, also. 
1^ — 6 8iud, die möglichst innigste Berührung eingeht. 

Autlusuug. Man hat zuerst aus den beiden Gleicimngen: 
y = v/9« y ^a-«-frjp+09ß* 

43SI dm 

Da mm im gegebenen Berührungspunct M beide Ordinaten 
y, y gleich sein müssen, und für 47 = 4, y = 6 ist, so müssen 
die Coeilicieuten a, b, c so beschaffen sein, dass die Function 
n ^ frjP 4. |*^s für 0? B 4 aucb j » 6 giebt. Dies giebt uns die 

erste Bedingungsgleichung (1). Da ferner für a;~4, 

nnd aucb ^^-^ ^^^» giebt dies die zweite Bedingungs« 

l^obung (2). Weil femer für «»4, 32 ) ^ 9^^^ ^ 

dies noch eine dritte Bedingungsgleiciiung (3), und mehr kann 
mau hier nicht aufsteilen. 

6 =a + 46 + 64c *•......(!) 

|^6 + 48c .(s) 

-A-Ä4e * (.) 

Ans diesen drei Bedingungsgleiehnngen findet man nun 

C — b = a = ^. Die gesuchte paraboliäche Linie ist also : 



256 
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Setzt man hierin - 4, so ist für diesen Werth von jr, ebenso 
wie für die Parabel y = ^Dx, die Ordinate y=6, -j- = {i" =i 

^ 0 u 



rix" 



2x 

r2ö 



8 



Anmerkung. Aus diesem Beispiele erhellet wohl, dass, 
weil eine Berührung zweiten Grades auf drei Bediugungs- 
gleichuugen führt, und die hier der Art nach gegebene Linie 
y SS a -f 6x + ex* nur drei zu bestimmende Coeflicienten, a, 6, c, 
enthält, hier auch keine Berührung höhern Grades gefordert 
werden kann. Hätte jedoch die der Art nach gegebene Linie 
vier unbestimmte Coefficienten , wäre sie z. B. in dieser Form 
gegeben: y = a-f ^j7 + ya;* + so hätte man noch die dritten 
Differential-Quotienten einander gleich setzen können, man hätte 
dann zur Bestimmung der vier Coefficienten a, f, y-) S auch vier 
Bedingungsgleichungen gehabt, und die Linie würde mit der 
Parabel eine Berührung dritten Grades eingegangen sein. 

12a 

Von Wichtigkeit, namentlich für die höhere Mechanik, ist es 
nun, denjenigen Kreis zu bestimmen, der mit einer gegebenen 
krummen Linie in einen bestimmten Punct derselben die mög- 
lichst innigste Berührung eingeht. Dieser Kreis wird Krümmungs- 
kreis, und sein Radius Krümmungshalbmesser genannt. 

Um für die Berechnung desselben, in besondern Fällen, gleich 

eine allgemeine Formel abzuleiten, 
sei allgemein y = F(a:) die gege- 

^^"^ krumme Linie und a;, y die 

gegebenen Coordinaten des Punctes 
P^^Hj^^^H M, für welchen der Krümmuugs- 
I^^H^^^H kreis bestimmt werden soll. 
H^B^^^^I Denkt man durch M eine Be- 
rühruugslinie und eine Normallinie 
gelegt, so kann man offenbar aus 
unzähligen Puncten der Normal- 
linie Kreise beschreiben, welche 
alle in M eine gomeinschaflliche Tangente haben. Unter diesen 
unzähligen Kreisen muss es nun einen geben, der im Puncte M 
die innigste Berührung mit der gegebenen Linie y = F(j;) eingeht. 
Eine Methode, ihn genau zu bestimmen, hat schon der vorher- 
gehende S verrathen. 
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Man setze nämlich, auf dieselbe Abscisscnlinie und denselben 
AnfangspuDct A bezogen, die durch M(d?,y) bestimmten, aber un- 
bekanütenMittelpuDCte-Coordinaten des gesuchten Kreises: ABsa, 
CB » f , und den nnbekannten Radius (Krammungshalbmesser) 
CM so ist, wenn man mit y die laufende Ordinate des Kreises 
bezeiehnet: (y — f)< ^{x — «)* » die Gleichung desselben. 

Beseiohnen wir KUYze halber, die Differential-Quotienten der 
gegebenen Gleichung y^'S^w) mit p, 7* • *, so haben wir, ganz 
wie in % 107:*) 

dy_ dy a? — « 

d'^y d^j 

Weiter branehen wir nicht zu differentüren, weil die allge« 
meine Oleiehmig des Kreises nur drei zu bestimmende Con* 
stauten, a, ig, ^, enthält. 

Der Kreis kana deshalb mit einer krummen Linie, y»F(jp}, 
(im Allgemeinen) auch nur eine Berührung zweiten Gradea ein« 
gehen. Die drei Bedingungsgleiehungen zur Bestimmung def 
drei Constanten a, f , ^ sind hier also (indem für den bestimm« 
ten Punct M(a:, y) der krummen Linie y ^ F(jr), y, g 

gegebene OrttMen «ind, ««d y-y ; g - p; g - £| = * 

sein muss): 

f +U*^(*-^ä)«]* =y » • (0 

x — a 



[^•-(*-a)*]» 



=P W 



(•) 



*) 1 180 Mttt «h» MwBt» AMetoi^ dw KilliiiiiiiiiinJMtm— t. 
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Um liieraas a uod f , oder woranf es eigenÜkli nur ankosimt, 
^ Bu finden) eddire man an der aimr quadrirten sweiCen 01ci- 
ehung auf beiden Beiten 1, so kommt 

Dividirt mau (5) durch (3), so hat man; 

(1 +p*)i 
«= — 

Wollte man rar yollstftddigen Bestimmung des KrUmmmigs- 
kretses, ausser seinem Radius ^, auch nooh die Coordmaten t 
seines Mittelpunetes haben, so g^ebt die Gleiehnng (4)) duroli 
(3) dividirt: 

(•) 

Aus (1) folgt : - ~ a)«] » = y - € 

mithin: y — € = ^ — (t) 

Die 01eicfanng (2) mit (6) muitiplioirt, kommt: 

iLip. (., 

Aus (7) und (8) folgen nun die durch die gegebenen 
Gr()S3en p, g für den Funct M(d?, y) bestimmten WerÜie 

Ton a und nämlich: 

lao. 

Denkt mau sich eine krumme Linie durch die Beweguug eines 
Punctes beschrieben, so ist die augenblickliche, sich stetig 
ändernde Bichtung desselben an irgend einer Stelle A oder B, 
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dank die dtuelbtt gedaekto BexttliniDgi- 
linie gegeben. Hat der Punct A den 
Wc^ AB (ohne Wenduogtpunct, SpHie 
etc. gedacht) dmreblaafeu , so ist die 
Grösse der Richtaogsftnderung durch 
den Winkel AGB gegeben, den die bei- 
den, durch A und B gehenden Normal- 
linien bilden, indem dieser Winkel dem 
bei V gleich ist. 
Je gröflier mia das Bestreben des beschreibenden Punctes A 
iit, von teioer angenblieklichen Riobtung m A abiuweieheii, je 
ndir krttmmt eich offenbar die Linie an dieser Stelle. Wäre 
dieses Krammungsbesteeben in allen Puneten immer dasselbe 
(ecmstant)) mithin die Eichtungsftnderung des besehreibenden 
Ptmetes fUr gleich lange Bögen gleich, und folglich der Länge 
des durchlaufenen Weges proportional, so würde die krumme 
Linie überall von gleichförmiger Krümmung sein. Diese 
Eigenschaft hat ofTeiibur der Kreis, aber auch nur der Kreis. 
Für jede andere krumme Linie ist das Krümmungsbestreben (die 
Krümmung) von Punct zu Punct veränderlich. 

In Betreff der Kreise, kommt man leicht von selber zu der 
Einsicht, dass sich ihre Krümmungen umgeliehrt wie ihre Radien 
▼erhalten. Denn beschreiben die Puncte A und a awei concen- 
trisehe Kreise, so sind die Puncte in B und b angekommen, um 
gleieh viel von ihrer anütaiglichen Richtung abgewichen« Da nun 
aber die Länge der Bögen bu gleichen Winkeln am Mittelpunet 
sich wie die Radien verhalten, so muss auch das eonstante 
Krümmungsbestreben des Puucts a so viel mal stärker sein , als 
der Bogen ab kleiner als AB, oder ais der Radius ac kleiner 
als AC ist. 

Betrachten wir demnach die Krümmung eines Kreises, dessen 
Radius = 1 ist, als Einheit, so sind die Krümmungen der Kreise, 
deren Radien »2, 9, * • • • r sind, durch die reoiproken Werthe 

derselben 4, i>' • ♦ gegeben. 

r 

13L 

' Hit diesem Krümmungsmaass Air Kreise können wir nun aber 

auch die Krümmung jeder andern Linie messen, und uns dadurch 
von der Grösse dieser Krümmung in verschiedenen Punoten einen 
klaren Begriff verschaffen. 
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Wenn nämlich ein Kreis in einem gegebene» Pnnet, M(a?, y)^ 
einer krafnmen Linie die möglieiist Innigste Berührung mit dei^ 

selben eingeht (§ 128), m kann man daselbst einen selir kleinen 
Theil (Element) der kriintnitn Linie als mit einem eben so kleinen 
Bogen des Kreises zusammenfallend betrachten und annehmen, 
dass die krumme Linie in dem l'nncte M dieselbe Krümmung, 
wie der erwähnte Kreis habe. Dieser sich bei M am gemtue- 
aten ansebmiegende Kreis, wird deshalb &ueh schicklicherweise 
Krttmmangskreis und sein Radius Krümmungshalbmesser 
genannt, weil wir durch Vermittelung dieser Krümmungsbalbmesser 
die Erttmmungen in verschiedenen Puncten messen und mit ein* 
ander vergleichen können. Je grösser der Krümmungshalbmesser, 
je schwacher die Krümmung und umgekehrt. 

Sowohl der Radius ^, als auch die Mittelpuncts- Coordinateu 
a, f des Krinnmungskreises für einen gegebeneu Punct, M(j:, y), 
einer beliebigen knnnnien Linie, y = F('aj), sind schon in % 129 
gefunden, nämlich allgemein: 

= 



1. Weil ^ eine absolute Lange, also stets positiv ist, so 
mnss man von dem doppelten Vorzeichen der graden Wurzel 
stets dasjenige nehmen, welches q positiv giebt, also das obere, 
wenn die kmnmie Linie, wie hier bei der Ableitung angenommen, 

coDcav, mithin ^ = negativ ist (§ 115). 

2. Ist g - 0, so ist ^ 00 und die Krümmung — =^ 0. Dies 

ist für alle Wendungspuncte der Fall, in deren Ntthe p nnd q 

in Bezug auf x continuirlieh bleiben. 

Ist für einen besondern Werth der Abscisse, q=üc, ohne dass 
die Berührungslinie senkrecht auf der Abscissenlinie steht (also 
p nicht — oc ist), so wird ^ = 0 und die Krümmung unendlich. 

4. Werden beide DilferentiaLQuotienten, p und 9, unendlich, 
SO bestimmt man ^ nach $ ÖO. 
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5. Wird eine der Grössen q unstetig, 80 mu8S man die 
Sache unmittelbar untersuelien. 

6. Weil der Krümmungshalbmesser q nur eine Function von 
p und q ist, so müssen auch zwei krumme Linien^ welche einen 
Punct, M(a;, y)^ gemein haben, und in welchem p und q für 
beiderlei krumme Linien gleiehwerthig sind, fUr diesen Punot 
einerlei Krammungskreis hahen. 

133. 

A u f g a b e ] . Den Krttmm ungshalbmesser der Parabel p * \/as 
fUr den allgemein gegebenen Punct M(;r, y) zu bestimmen. 

Auflösung. Man bat hier meist: p <| = - Seist 

men di( Werthe von p und q in die ailgemeiue Jb'onuel fUr 
den lürümmungshalbmesser, so ist: 

FUr s^O ist die stärkste Krümmung im Scheitel ^»laa 
dem halben Parameter. Für grösser werdende s wird q immer 
giÖBser nnd die Krümmung also immer sehwfteher. Für x^co 
ist ^=00. (Vergl. $ 76, Anmerkung.) 

Für a»9 und ist . Denselben KrOmmungshalb- 

5 15 X* 

messer hat für 4P-4* auebdie krumme Lüde 7772?-- r^-; 

2 16 256 

(f 132, 6 und $ 127). 

Aufgabe 2. Den Krflmmungs - Halbmesser der Ellipse 

jf= -j-i^a*— ap*, als Function von o; anzugeben. 

Auflösung. Fs ist hier: 

_ * büß ^ d^y ab 

ä^i 

Für ^»0 ist o»-r- Für d;»a ist p«— . 
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Achtes Buch. 



Differentiation verwickelter Functionea zweier 
verfinderUchen GrSssen. 



Verwickelte Functionen zweier veränderlicben Grössen, 
pflegt man in der Begel auf Null redneirt su denken, und dun 
allgemein durch F(a?, |f)«>0 zu beseichnen. Daw man aiieb 
Bolclie verwickelte Functionen, die man entweder auf die aV 
hängig reränderliehe Qrösse nicht reduciren kann, oder auch ni 
grosser Weitläufigkeiten halber nicht reduciren will, dennoch der 
Differenüutiüu uüterwerfeü und dadurch den Differential-Quotienten 

^ (wenn auch nur als Function von at und y sngleiofa) bt« 

stimmen kann, werden die folgenden %% zeigen. 

136. 

Wenn man auch (iie verwickelte GleichiuiG' F(ar, y) = 0 nicht 
auf die abhängig veranderliciie Grösse ?/ reduciren kann, so kann 
man sie eich doch darauf reducirt und also auch construirt 
denken. Denkt man sich durch einen beliebigen Punet, M(«, y), 
eine Berilhrungsliuie gelegt, so kann man nach der trigonome- 
trischen Tangente des BerUhrungswinkels oder, was dasselbe ist^ 

nach dem ersten Differential-Quotienten ^ fragen. Die Gleichung: 

»•(«»y)-© (i) 
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fer]«agt: tu einem beHebigen Werth von 9;, den sugehOrigen 
Werfli (Werthe) von y m bestimmen, welcher der Gleichung (I) 
Genüge leistet (annullirt). Die Ordinute y ht eine Function von 
j:. Denkt man sich die Gleichung (1) auf ;/ reducirt, und 
nimmt für den Augenblick nn , es sei y = f{x)^ so ttiufis, wenn 
diese Function von x in die Gleichung (]) statt y geset^ wird^ 
die refiulUrende Gleichung : 

F[^/(^JJ = 0 (a) 

offenbar für jeden Werth Ton ^ identueh Hull werden, mithin 
rodi, wenn mtm ar-f Aa? statt x setzt,*) weil sowohl die con- 

stauten, als veräuderiichen Grössen sich gegenseitig tilgen, Dann 
hat man auch: 

F[dr + ^, /l#+Aaj)]='0 (■) 

oder wenn neii entwickelt: 

fl»)] + F[ar, ^4?)] • + Ma«« + »0 

oder auch, weil das Glied F[^, /)[dr)] ja»0 ist, und weggelassen 
werden kann: 

IKese Oldehung muss fttr jedes ajp bestehen nnd mttseen des* 

halb die Coefiieienten von iAj;, lu:^^-»' jeder für sich = 0 sein. 
(Anal. § 64, Anmkg.) Nun ist aber das erste Glied dieser 
Reihe, na mich: F'[ar,/1faj)]Aj: = 0 oder F'£iF,/][j?)j<jte, offenbar das 
Diflerentiai von F£j?,/i[jr)] » 0. 

Hieraus folgt nun aber, dass wenn man sieh wieder p statt 

seines Stellvertreters, /(^}, gesetzt denkt, und die Gleichung 
F(x, y) = 0 so diiferentiirt, als wenn auch y statt abhängig, 



*) Sei Sur Erläuteniug dieses Höltelies: 

F(a?, jr) « - 2»f = 0 

Aus dieser Gleichung (weil nur vom swetten Grsde) Ibigt leidit, dsis 
fs«4: ist, miiliia ist hier: 

F[«, f{x)] = ix± a)« - 2x{x ± «) + X» - «« = 0 (identisch Null.) 
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abflolttt verfliiderlieli wftre, man auch das IHflferential «0 setoea 
muM. *) Man habe t. B. : 

Diese Gleich ung lässt sich nicht auf y veduciren. Dennoch ist 
p dm eh x bestimmt und mau kann annehmen, es sei y=f{x) 
und folglich: 

• • 

Die linke Seite muss für jeden Werth von d?) « 0 and wie wir 
gesehen haben, aneh das Differential » 0 sein; das Differential 
ist aber: 

oder lf{x)yGx'^dx + a:'^ ' ^[f{a^)]* 'd' f{x) - ef^i'^ d-/Xx)--4cx*ds=0 
Es ist also aneh, weil ({w)^yy mithin: dy^f(x)dx^d'f(x) 

(5jr*^* - s» + ( ^x^y* - 4ea!*)i<(r 0 

«NW« 

Im vorhergehenden § wäre also bewiesen, **) dass man, um 
eine verwickelte Gleichunfr, ¥{x^ y) = 0, zu differentiiren, nur so 
zu verfahren braucht, als wenn ht'ide Grössen x^ y absolut (un- 
abhäns:iG) veränderlich wären, micr was dasselbe ist: Man dif- 
ferentiire die Gleichung F(j;, ^) = 0 einmal, iadem man y 
veränderlich und x als consUnt und dann dieselbe noch einmal, 

*) Aub: {x± «)' - 1x{x ± fl) + - a» »0 folgt «. B, : 

2(« ± «) . ± a) - 2» . d(* ± «) - 2(« ± a)4iiB + 2a:ite ^ 0 

and wenn msn wieder f statt x±a eetst: 

'l^dy -2x.dy- 2ydx + 2xdm » 0 
(y — «)<ljf (y ~ «)db s 0 

**) In § 137 wird noch ein anderer Beweia gegeben. 
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indem man as als veränderlich und y ak constant betrachtet, 

uod setze die Summe beider Differentiale = 0. 

Diese allgemeiae liegel pflegt man durch folgende drei ver- 
schiedene Bezeichnungen anzudeuten: Wenn nämlich F(;i?,y) = 0, 
so ist: 

wo aho (^^^^^^ oder kürzer oder F;(a?, y) , andeutet, 

dass von ^(s^f) das Differential in Bezug anf |f genommen 
werden soll. . . 

137. 

Zweiter Beweis. Wenn auch die Gleiohimg: 

F(ir,y) = 0 (i) 

sich nicht auf die abhängig veränderliche Grösse y reduciren 
lässt, so sieht man doch, dass es für ein beliebiges x ein zu- 
gehöriges y geben muss, welches der Gleichung Genüge leistet 
(sie annullirt), und dass, wenn man diesem x (Abscisse) ein 
Wachsthum Ax beilegt, auch y (Ordinate) ein Wachsthum Ay 
bekommen muss , und dass dann beide zusammengehörigen 
Werthe (Ooordinaien) ai-^äae und y+Ay der Gleichung: 

F(a; + ^, y + Ay)-=0 («y 

wieder Genüge leisten (einen andern Funet der krummen Linie 
bestimmen), d. h. wenn x und p zwei zusammengehörige Werthe 

sind, und man setzt in Gleichung (1) jr-|-Aa? statt so muss 
man nothwendig auch y + Ay statt y setzen und dann alle 
Glieder in (2) nach Potenzen der Incremente Aar, Ay entwickeln. 
Diese Eiitwickelung kann gcf^chehen, indem man erst alle Func- 
tionen von a: + Ax nach Potenzen von Ax entwickelt, dann in 
der erhaltenen nach Potenzen von Ax fortschreitenden Reihe 
auch noch die Functionen von p+Ay entwickelt oder, was offen- 
bar dasselbe ist: wir setzen in (1) 49+ Atf statt a und entwiokeln 
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erst F(x + y) nach Potenzen von Aj:, indem wir y einstweilen 
als constant betrachten. 

Der Ta^lor'sche Lehrsatz giebt: 

weil niio aber aaeh y eich ftndert und allenthalben statt 
^ gesetat werden mw, so hat man: 

F(a;+Aj;,2/+Ay)=F(a;,y+Aj/)+F,(ar,y4-Ai/^i^+Far(^,Ä/+Ai/)-r-^+-'^ 

Entwickeln wir jetzt noch jedes Glied der rechten Seite 
naok Potenzen von ^ (indem man jetzt m als eonstant betraofa- 
tet, so erfaftlt man: 

F(*, y + iS^) «F(», y)+ r,(a?, y) . + P;(«, If) ~^ + • • • ' 

Fx(iP>y+Ay) Aa? - F^ar,y) A:ir+Fi^(a?, y) AjtA^ +• • • 



Werden diese Bntwiekelungen in obige Gleichung snbetitiiirt, 
so ist: 

F(ar+ Aar,y+ Ay)=F(a7,y) +F;(a;, y) • Ay +F;'(j;,y) . ^ . . . 

+ F;(a;, ^) . Aa; + F;, ( j:, ^) . Aü; . + . . . . ) = 0 



oder weil das erste Glied P(^, y)*0 Ist und wegfilllt, so hat 
man Air die Beaiehnng zwischen den Incrementen Aj: und Ay 
die Gleichung: 

F,(a;,i/)Ay-|-F;(x-,i^jx^-ri*,(^',^)^ +....= 0- • •(») 

Diese Gleichuno: ist ab^r ebenfalis verwickelt und lässt sich 
deshalb nicht auf üy reduoire.n. 
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D» et mm ab«r auili gar nicht darauf ankommt, selbst 
(das Incremeiit der Ordinate) ku erhalten^ soudem nur den 

6r«nswerth des Quotienten ^ fUr ^«0, ntfmlieh den erBlen 



Differential*Qitotienten ^ zu wiMen nöthig haben, so kann maa^ 

an .dieaen zu erhnlttB, aandmieB, ea aei l^^k^ nnd HSm Hü* 
fenraeB-Gjeiohimg (8), indem omd ati^' der PoteoM 

* " 9 ik'^dT*, t^&M^^ • • • gcaelat dankt, «»eh ao adireibeB: 

B;(af, f)Ly^t^x, y)ilX'¥r,(x, y) +• • • • - 0 

kieruuB folgt nun: 

jr)-£+»'^*,»)+F;(«, •^^+ — 0 

LäsBt man jetst, um aal die erwähnte Grenze ni kommen, 
ite bis au 0 aonwgiien, ao ftllcn alle in äm^ ilr* • • • • moUi- 

plicirten Glieder weg, und fdr ^ muss dann ^ ^die Grenze des 
Quotienten gesetzt werden, und man hat dann wie in % 136. 

r;(x,y).^+r^*,f)-0 



* Dritter Beweis. Nach der Infinitesimalmethode ergieht 
sich die gegebene Regel , nach welcher man eine verwickelte 
Function, F(^, |/) ^ 0 , dülerentiii t , foliiendermaassen viel ein- 
facher und natürlicher: denkt mau sich nämlich zu einem belie- 
bigen s das davon abhängige y bo bestimmt, dass beide Grössen 
der gegebenenr Gleiehnng F(^, « 0 Genttge leisten und man 
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ktaBt nun (mn m einem andern Ponet der enlqgveelienden 

Linie zu gelangen) das w um i^j: wachsen, so muss auch y 
um ein solches Increment zunehmen, dass die Gleichung 
F(jr+A.r, y i- ili/) 0 besteht (weil a- + Aaj und y i^y die von 
einander ubhiingigen Coordinaten sind). Denkt man sich nun 
die linke Seite nach den Lehren der Analysis entwickelt, so 
muss eistUch F(a;, ^) wieder erscheinen, welche (weil »0) weg- 
WXi^ ansaerdem eneheinen Glieder, welche mit den InGtrementen 
Ay, so wie aueb mit Potenzen und Prodneten derselben ab 
Faetoren behaftet sind und die verwiekelte, auf 0 redueixte Be^ 
ziebung swisoben den Inerementen ansdracken. LSsst man nnn, 
um auf da« cbaracteristische Dreieek zu kommen^ Arr, und also 
auch bis zu Infinitesimalgrüssen (Ijc^ dy convergiren, so ver- 
schwinden hiegegen die höheren Potenzen dx"^^ dy^^ wie 

auch die Pruducte dxdy^ dxdy"^ etc., so dass also iiotliwendig 
eine homogene Gleichung übrig bleibt, in welcher jedes Glied 
ein unendlich Kleines erster Ordnung ist. Diese Gleichung 
erblüt man offenbar durch einfache Differentiation der gege* 
benen Gleichung F(d?, y) » 0, indem man biebei die abbfingige 
Grdsse gf, formell wie eine absolut yerfinderliebe bebandeli 



139. 

Der ans einer Terwiekelten Function gezogene DifferaiHal- 
Quotient ^ ist offenbar eine Function yon den beiden veränder- 
lichen Grössen o?, und Itfsst sieb also auch nur flOr solche 

gegebene Werthe von x bestimmen, für welche zugleich der 
Wertli (oder die Werthe) der abhängigen Grösse y aus der 
ursprünglichen Gleichung F(£r, ^) = 0 gefunden werden kann. 
Gehören dann zu einem aegebenen Werth von x verschiedene 
Werthe von ^, so hat der Differential-Quotient ebenso viele ver- 
adiiedene Werthe. 

Beispiel, Man hat aus der Gleichung: 

y*-4a^+^«-4 = 0 (i) 

2ydy - 4a;dy — iyda: + 2auix - 0 
{2y ~ 4x)dy - (4y - 2x)dx = 0 

dy 2y-x ^ 
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Weil zu jedem Werth von x zwei Werthe von y gehören, so 

muss nothwendig auch der Differential-Quotient zwei Werthe 
haben. Setzt man z. B. in (1) ^=2, so wird i^'^—öy^O, woraus: 

i# = 0 und « s 8« mithin ^ » =: \ und ^ » a 34. 

Reduciren wir (weil es hier möglich ist) (1) auf |f, so ist: 

y ^ 2ai ±\/i^tZx^ (») 

Biesen Ausdruek ^r y in (2) substituirt, ist: 



140. 

Um die successiven oder höheren Differentialen und Differential - 
Quotienten einer verwickelten Function F(ar, y)~^ erhalten, 
wollen wir zuerst einen besondern Fall betrachten. £& sei: 

y«-4Äy + a?«-4«0 (i) 

so ist: (2y-4a;)«ljjr-(4y*-2dP)i&r»0 {«) 

lo letzterer Gleichung ist p » ^ zwar eine Fonetion von m 

und y zugleich. Weil nun aber y eine Function von x (durch 
X bestimmt) ist, so kann man offenbar auch p als eine Function 
von X allein betrachten. 

Denkl man sich nun in (3) statt y und p ihre Functionen 
von x^ [f{^) swbstituirt, so muss die Gleichung (3) 

lür jeden WerLli von x identisch Null werden, mithin auch das 
Differential derselben = 0 sein. Man kanu also die Gleichung (3) 
aufs Neue wieder differeutiiren , indem man dabei die Grössen 
Xy y-i p formell als unabhängig betrachtet, und das Differential 
»0 setzt. Wir haben also aas (8): 
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oder weü und ist, ($ 38) 

Man beacht«, dass man in formeller Hinsieht diese Gleiehung 
aueh unmittelbar aus (2), nftmlieh aus; 

ff 'dp - 2xäg - 2y + »»lir ~ 0 

erfailt; indem man beim Differentiiren p und äfß als Fnnetion Ten 
jr, und ds als einen eonstanten Factor betraehtet und d^y statt 

rf -rfi^ setzt, und also nicht nöthig hat, die Gleichung (2) erst auf 
die Yorm (ß) zu bringen. Man hat uamlich durch DifTerenüatioD 
vorstehender Gleichung: 

dy ' dy + yd'^y — 2dy • dx — 2xd'^y — 2dx dy-^da^ äs-O 

äy* 2»)d*f - 4d0dif'¥dx* »0 (4) 

# « X d^u dy^ dy , ^ 

Diese Gleichung drttekt nun die Beziehung aus, welche 
awisehen x^y und dem ersten und zweiten Differential-Quotientea 
Statt findet 

Will man den «weiten Difierential-Quotienten dureh eine 

Function tob ff allein ausdrucken, w muss man für ^ seinen 

Werth aus (2) delien (^nftmlieh und in vorstehende 

\ dx ff-2s/ 

Gleichung «ubstituiren, alsdann hat man: 

d^y Hy^ -4a:y + x*) 
-r 2^>* 



141 



Man könnte nun offenbar dkse Gleichung, oder noch bequemer 
die Gleichung (4), nämlich: 

dy'^ + y ' ä'^y - 2dy • ds - 2d?f/«y - idauly + dx^ ü 

wiederholt dilFerentüren (imU m maii dy^ d'^y als Functionen 
von jr, und dx als einen eousianien Factor betrachtet) und auf 
dieselbe Weist nich den dritten, vierten etc. Differential- 
Quotienten bestimmen. 

141. 

Sei oun gaaz allgemein: 
die yerwickeite Function, so ist nach festgesetzter Bezeichnmig: *) 

♦ 

und wenn man durch dx* dividirt und zogldoh dae zweite und 
dritte GUed^ welche gleich aind, in Eins zusammenzieht: 

\dxdy)dx^\dg^} ds*^\dy) ifer« 



*) Das Zeichfia 




bedeutet: dass die ITunctioa F(«,^)=^0 sweimal 



/ il'F ^ 

nach X drfferenüiit worden. Ebenso bedeutet <iMg die Fimction 

F(^) y) = 0 einmal nach und dann das Resultat, in welchem man dx als 
constant betrachtet, wieder nnch y diflfeieDtiirt ist« oder auch umgekehrt. Es 
iat 8. B., wean F(x, |f) = a;*y » — « = 0 

©/ <f'F \ 
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Beibpiel. Man hat aus der Crleichuug fiir dtts Cartesische 
Blatt: (Höhere Geometrie S 79) 

— 3aa;^ + 0?' 0 (i) 

y^dy^Qmd/y—aiifdx + 0 («) 

dy ^ ay~x^ 
dx y^ — ax 

Hier gehören zu jedem Werth von ^ (Null ausgenommeu) 
drei Werthe bu y und die gleichzeitig alle drei reell, oder 
eiaer reell und die beiden andern imaginair sind. (Anal. $^13,) 

1. Für s^O iai auch y^O, Der DüFerential-Qualient ^ 

aber = J. Um seinen wahren Werth zu finden, verfahren wir 
nach der § 81 gegebenen Regel , indem wir y als FunotioD too 
m betrachten. £a ist darnach Air s^O^ y^^O: 

dy « 

ds y^'^a» ^ dy 



dy _ dx 



fia) ^ y' dx''^ y 



dy a ± ^^g* — 4xy ^ ^ g ~ * * * 

//o; 2y 2y 

£s ist also für jp«0 und iür das obere Vorzeichen 

^aoo, fUr das untere aber ^ = 0. Im Anfangspunct, der ein 
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Doppelpunet ist, steht also die eine Berühningi^linie seukrecht 
auf der Abscisseiiiiaie, die andere fällt mit ihr zusammen. 

Für denjenigen Punct, für welchen ay— a7*= 0, mithin y = — 

II 

ist, ist ^-^y ""t^ BerührungBliuiü geht wieder parallel mit 
der AbscisseDlinie. Um die CJoor-dinaten dieser Piuiete zu finden, 

wo uümUch ay = a:'^ wird, setzen wir in (1) ~ statt so ist 

a?* 3 3 

— — - 0, woraus a; =» 0 und a; = a^2^ mithin y=0 und y=a^4* 

Um die Coordinaten der Punete zu erhalten, in welchen die 
Berahmngslinie senkrecht auf der Abseissenlittie steht, setzen wir 

den ^nner y^— aa;»0, mithin Dies in (1) substituirt, 

y6 3 

iiommt: y^ — + ^ ~ woraus y=0 und y=a\/2<t mithin x^O 

3 du 
und w^a\fi* Für diese Punete ist ^= co . 

2» Um die etwaigen Asymptoten der krummen Linie m be- 
stimmen, bat man ({ 79) : 

^ aar— a?« o^«-«* ay-^s^ 

*^ y* — aa? y'^^ax y'^-aaf 

Für rF= 00 isty^ — 00. Daher AT = — a, AC = — a, Wö- 
duieh die Lage der Asymptote bestimmt ist« 

3. Um zu finden, ob f)ir 4P» a\/2 mdp^a\/4 (wo ^ - 0 ist^ 

ein Maximum oder Minimum Stattfindet, wollm wir den zweiten 
Differential-Quotienten berechnen. Die Gleichung (2), nochmals 
difierentürt, giebt: t 

2y'dy^ y - • d'^y (ulydx (ix^d^y adx' dy + 2S' do!^ ^ 0 
(y^ - ax) • d^y + 2pdy'^ - 2adydx + 2aßdx* « 0 

(y-«-)S+2»£-2«2+2-=o W 
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otef indem wir filr den entea INifefealMiUQpuitieBteii miimi 
bereits gefimdeBeii WerÜi sobetifailreii: 

Aus der gegebenen Gleichung (1) MgL: 

y*« 800^^ dp*, also: 
2iey* « 6<läP*y * - 2»*jf, mithin: 

Anmerkung. Wir haben hier den zweiten Differential- 
Quotienten der Uebung halber g«iuB aUgemein beatimait. WaUle 
man ihn aber bloss wegen der Bntscheidmig über Haximnm oder 

Minimum iUr den speeiellen Punct haben, in welehem ^ ^ 0 

ist, 80 hätte nian ihn leichter aus (3) erhalten können, indem 
man die in ^ und multiplieirten Glieder (weilaO) wegliast 

Für diesen «pedelkn Ponct ist dann oÜMbar: ^ f 

Für a <=» 0^8 ist die Ordinate p = im Zustande des Maximum, 

weil fUr diese Werthe von y, der erste DiÖereoiiai- Quotient 
^ = 0 und der sweite ^| negativ ist* W^n ^ = • 
man { 118, 8. 
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Neuntes BucIl 



Yertausebung der unabhängig veränderlichen Grösse, 



143. 

Eis kommt manchmal vor, dass zwei abhängig verlinderUche 
Grössen jr, p (z. B. Coordinaten) als Fnnetionen einer und der« 

selben vcriinderlichen diiiLcii Grösse, /, j^egeben sind*), und es 
handelt öicii uuu darum, eine allgeiiK'iiie liege 1 zu iiudeii, nach 
■vveloher man in solchom Fnllc, oIdic die drlKe Gröfsse t climi- 
nirea zu brauchen, denuocli die in Bezug aul a: gcuommenen 

Differential Quotienten als Functionen von I aus- 

drücken kann. 

m. 

Es seien zu dem Ende sowohl y als x stetige Functionen 
von /, nätnlieh ullgcmein: 

ir=F(i) (i) 

«=A0 («) 

Der leichteren Vorstellung halber denke man sich die absolut 
veränderliche Grösse f eliminirt, und dadurch p als eine gesonderte 



*) Ein solches Beispiel andet ncfa hi der höheren Geometrie § 79. In 
der hfihncn Meehanik werden die Ooordinaton einer Bahn oft als Functionen 
der Zeit ansgedrfidLt. 
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Fnnetion von x hervorgehend. Es sei nSralteh nach bewirkter 

Elimination von %*) 

y = SP(a?)-. (i) 

. Denkt man sich für t einen beliebigen Werth gesetzt, so sind 
dadurch, vermöge der Gleichungen (1) und (2), die zu einander 
gehörigen Werthe von x und y bestimmt, und es ist klar, dasa 
man den zu x gehörigen Werth von y auch aus der als vorhanden 
fingirten Gleichung (8) hfttte finden können, indem man darin 
den aus (2) Pix x erhaltenen Werth substitiurt. 

Lassen wir nun / um das Increment AI wachsen, so werden 
auch X und y sich ändern, und es ist nach dem Tajlor'sohen 
Lehrsats: 

AI« 

Äy-F'{OA*+r'(o.^+ (4) 

Ar-r«)-A«+r(« f^^+ w 

Läset man nun in (3) die Grösse x sich um den aus (5) 
erhaltenen Werth äütlt:ni, so wird auch in (3) y sich eben- 
soviel als vorhin ändern und man hat aus (3): 

oder wenn man hierin — um die Dilferential-Quotienten 

-4 • • • ' als Functionen von I zu erhalten — fUr Ad; den Werth 

aus (ö) substituirt: 

■ [r(o • A,.r(o •fS....>j^S[m...r'(« ^rS--]V 
^-^m.^.e-r(*H0(r(«>].fS.-...(.) 



*) Sd s. 3. ynH und so ist y»«« und s. B. Ar is»2 ist: 

y»16 t «r.4, f-16 « für Al»l ist: 
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IMe beiden ftir erhaltenen Reihen (4) und (G) müseeu für 
jede» gleich sein, daher (Analysi» § 64): 

rw-F(i) (T) 

iärw+£ir(oj'-F"(o (.) 

Aus der Oleiehung. (7) folgt: 

Den Itir ^ erhaltenen Werth in (8) snbBÜtuirt, kommt: 

Man sieht leicht, wie man auf dieselbe Weise erforderlichen 

Falls auch die folgenden Differential-Quotienten • • • • 

als Functionen von f finden kOunte, indem man bei den vorher- 
gehenden Reihen noch das 8te, 4te • • • • Glied beraeksiehtigt. 



Ehe wir weiter gehen, müssen wir zuvor noch auf zwei 
andere Schreibweisen aufmerksam machen. Weil nämlich so- 
wohl « als y von t abhängig sind, so folgt aus: 

und »»f{l) dass: 

g=p"(o ^-r« 

Setzt man diese Ausdrücke für f'{t) • • • in die für die 

Ihfferential-Quotienten gefundenen Formeln (9) und (10), so kann 
man dieselben audi so schreiben: 



10» 



14$ 



dy 

dy di^ 
djn dx 

ds d*p dg^ d^s 
d*y di Vi« dt 



\dt 



oder, weil die Differential-Quotienien aar FunetioDen 

vüii l sind (weil im Zähler und Nenner die Divisoren dt^ dt^ • • • 
sich heben), so kann man die in Bezug auf s geDOmmeoea 

Differential Quotienten ^-^ , indem wir jetzt daAlr ihre 

einfadieren Zeichen g***« setzen, anch so schreiben: 

. dx^ 



Man darf über nicht vergessen^ dass die» nur eine kUrzere 
Schreibweise ist, und dass rechter Hand dx^ d^x^ dy*"' nur 

als Stellvertreter fUr {'{t)dt, f"{l)dt^^ F'{t)tit stehen. Linker 

Hand sind fr, impUctte Funetionen von dr, die aber durch 

Functionen von I ausgedrückt sind, indem rechter Hand cfl' • * • 
sich heben. 

146. 

• Wir können die Sache noch von einer andern Seite be- 
ti ciL'htL n und die vorhergehenden Resultate durch die Infinitesimal- 
Mcthode auf einem viel kürzereu und natürlicherem Wege 
erhalten. 

Es seien wieder ir, y, die Coordinaten ehler krummen Linie, 
Jede aber als eine Function der willkttrlich verlnderliehen GrOeee 
I gegeben, nftmlieh: 

y-^"«) (0 

^«AO (»J 

Für einen beliebigen Werth von i sind die Coordinaten y 
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ond raitliin anch ein Panet, der krummen Linie, so wie die 
Lage der dadurch gelegten BerUhningslinie ^^^* 

taagente Krümmungshalbmesser ^ « -^i-^^^ — ete. 

bestimmt. 

Könnte man aus der Gleichung (1) und (2) dieGrOsse I eli« 
miniren^ und ff durch eine Function von x dantellen, so könnte 
man leicht j», ^ , so wie die lrag;Iichen Grössen : Subtengente ete, 
berechnen, und als Functionen Ton x auadraoken. 

Angenommen aber, die Elimination von I sei nicht ausführbar, 
80 fi"ägt eich, ob mau dann nicht die erforderlichen Differentiai- 
Quotienten p, mithin auch die anderen Grössen : Subtangente, 
Krümmungshalbmesser etc. als Functionen von t darstellen kann. 

Der erste Differential-Quotient ist leicht gefunden. 

(ix 

Die unmittelbare Diliereutiation der Gleichungen (1) und (2) giebt: 

dy - F'(0 dt 
dx*f(t)di 

Denkt man sicii nun dt^ folglich auch dy^ dx nieht als ab- 
solute Nullen, sondern als Inftnitesimalgrössen , so hat die Divi- 
sion beider DilTerentialen dy^ dx durch einander Sinn, und man 
hat (indem dt eliminirt wird) sogleich: *) 

Hier ist also der erste Differential-Quotient p durch eine end- 
liche gebrochene Function von I dargestellt, in welcher jedoch 
der Zfihler oder Kenner auch constont sein kann, 

Difierentiirt man aufs Neue, so kommt: 

*° irm* 

■od dmch äs- f'{t)-ät dividirt: 



*) Kaeh der Grenzmetliode giebt die anmitteibare Ihrmaa: {».^.^sf 

. . rw .. 
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oder in flblieher dehreibweise, indem man ^ statt ^^'^ 



dx f'{t) 

^eigentlieb statt ^t^^ » "7^) ****** ^ *^ 

Zeichen (wie nach der Grenzmelhode liehen mtisste), sondern 
Zfthler und l^eooer als Functionen von t und dt betrachtet; 

dp 

* — 

. CS n s I «II ■ 
^ da*d*y - ädW'd^xd'^y + däyd^x'^ - dxdyd^a; 

147. 

Als Anwendung des Vorhergehenden wollen wit jetzt noch 
die allgemeine Formel entwiekela, naeh welcher man die Krttm- 
mnngshalbmesser auch für Polareorren bestimmen kann. 

Sei deshalb (man zeichne sich die ndthige Figur) der gege* 
bene Poiarwinkel MAX » 0, der zugehörige Radios yector AM » r 
und r irgend eine Function von 9, nttmÜeh: 

r=FW (i) 

Am leichtesten ist es hier nun, erst die rechtwinkligen Coor- 
dinaten APsfl;, MP»y des Punctes M, so wie den ersten und 

zweiten Differential-Quotienten q als Functionen von $ auszu- 
drücken, und dann die für p und q erhaltenen Ausdrücke in die 
schoD bekannte Formel für den Krümmungshalbmesser, nämlich 

in P s + i — £LL 2a substitidien. Da nun 

y a ^ ■ sin ^•••««•«•••■•«••••** (a) 
^» r*co89 (•) 

so bat man durch zweimalige Differenüaüuu dieser Gleichungen, 
indem man als Functionen der absolut veränderlichen 

Grösse B betrachtet: *) 

•) Weil nach Gleichung (1), r eine gegebene Function von q ist, näm- 
lich r = F{e)^ 80 hat man rechter U&nd ia (2} und ( >) nur eine abtKdat ver- 
indttttdiA GiQsn aiiididi: jp » F(a).sin o i x ^F(e).co6 nnd wir 
SQbraONnmirKiinsliBttwrrslsttFCe)) Anstatt F(a)il^, 4«rslritF^(0)db* elc' 
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dx = eosO f/r - r Bin e dB 

d^y= 2cos ö r/Ö ^/r + sin ö . //'^r ~ r siii B • äti'^ 

d^X'^ - 2siii $de*iir-^ isoa$*d^r r eosßde^ 

und hierauä nach einer etwas weulauügeii Multiplication : *) 

dW'd^if « 2 CM« Bdedr* + sio eos 0«lr/l*r + r* m* $d0* 

-Srsmß' cosßde^dr'-rsm^ede'd^r 

-dr Bin 9 • eo69il0* dr -f r cos« <l*r 

Substituirt man diese Ausdrtteke in die vorhin JfUr p und 9 
gefundenen Formeln, nämlich in: 

80 erhält man p und ^ als Functionen Ton 9^ nftmlieh: 

BinOdr + rco8 0d& 

2dßdr* - rdßd^r + r« rfö» 



(co8adr-rsin0//^)3 



ierner ist nun: 1 +»* — jtj » ^j^^^ 



*) Man kann diese Arbdt bedeutend abkürzen : Da nämlich die Rich- 
tung der Absdssenacbse, anf welche wir die Li^ ehoes bettebigen Functes.M, 
beziehen wollen, pinz willkürlich igt, so nehme man an, sie sei senkrecht 
auf den Radios vector AM, alsdann werden, (weil a ~90) die IMerentiale: 

J^ies in die voriün für p and q gefundenen Formeln substituirt, kommt: 

P^- 7d^'^ -r'rfa' ^ Dies wieder in 

^ „ ^^■^^*)^ wbsetmit, nmaslor^ dsssribeRwiJftit wie Im Tsst kommen. 
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Da nun der e;e8uchte Krünimuu^shalhmesser p — + ^-^ , 

80 ist, in Polarcöordinaten ausgedrückt: 



148. 

A u f g a b e. Es soll der Krümmungshalbmesser der Exponential- 
Spirale gefunden werden, deren Gleichung: 

Auflösung. Man hat hier: 

dB de^ 
d'-r „ (fir 

de-^ dö-i ^ -'^ 

Der Krümmungshalbmesser ist also bei dieser Spirale stets 
gleich der Normale (§ 74). Aus dem reehlwinkligeu Dreieck 
OAM folgt, diips die vom Pol an den Endpunct 0 des jedes- 
maligen Krümmimgshalbmessers gehende grade Linie AO = r ist. 

Fiir die Arehimedäische Spirale, deren Gleichung r = — -6 

'271 

(höhere Geom. § 96) findet man den Krümmungshalbmesser: 



H 
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Zehntes Buch. 



Evoluten und Evolventen. 



149. 

Aufgabe. Es sei BC eine durch ihre Gleichung y = F(j:) 
gegebene krumme Linie. Durch ihre sömmtlichen auf einander 
folgenden Puncte denke man sich die Normallinien gezogen und 
auf diese, die den verschiedenen Puncten entsprechenden Krüm- 
mungshalbmesser abgetragen, so folgen auch die Endpuncte die- 
ser Krümmungshalbmesser stetig auf einander, und bilden eine 
gesetzmössige krumme Linie bc. Es handelt sich darum, die 
Gleichung für diese krumme Linie 6c (den geometrischen Ort 
der Mittelpiincte aller Krümmungskreise) aus der gegebenen Glei- 
chung 1/ ^ ¥(x) /n finden . 

Auflösung. Das 
hier Gesuchte ist 
eigentlich schon ge- 
funden. Denn sind 
y die Coordina- 
ten eines beliebigen 
Piincles, M, und a 
t die Coordinaten 
vom Endpuncte m 
des entsprechenden 
Krümmungs - Halb- 
messers Mm = ^, so 
ist, zufolge S 129: 




f = y + 



1 



(i) 
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Weil nun in diesen beiden Gleichungen*) /?, q vermöge der 

gegebenen Gleichung ?/ ^ F(a?) Functionen von x sind, so ist kl«, 
daas wenn man iur x bestimmte Werthe gesetzt denkt, auch « 
und t bestimmt werden. Denkt man sich iimjrekehrt für a einen 
lu stirnmten Werth gesetzt, so erhalt aueh vermögt Gleicliurig (1) 
X einen bestimmten Werth, und diesen Werth vou in (2) 
substitnirt, wurd auch t bestimmt. Könnte man die Gleichung (1) 
auf d? reduoireo, so könnte man den dafür erhaltenen Ausdruck 
statt w in (S) substituiren und erhielte dann t als Function too a. 

150. 

Aufgabe. Es sei die Gleichung einer Parabel, y=\/ax^ 

gegeben und die Gleichung für den geometrischen Ort der Mit- 
telpuncte aller ihrer Krümmungskreise gesucht. 

AuflösuDg, Hier ist p = ^; ^ = Diese Wertiie 

von p, q in den Gleichungen (1) und (2) substituirt, kommt: 

cc^*ix-^ia und € = r* -^^^ ersteren Gleichung folgt: 

^ — — ^L^, Die gesuchte Gleichung ist mithin : 
8 



^ 4 . / («-ja)» 

^ " 8 V äST" 



*) Diese beiden Gleicliungen ^ so wie aucli die formel für den Krüm- 
mungshalbmesser erhält man folgendermaassen auf vid kfinnem Wege, als 
es in f 129 gezeigt worden, übd hat nSmUdi, wenn yss^ix) gegelwD und 

hier, wie dort, wieder ^«F> ^ * beachtet wird, dass 

(y - €) • rfy + (ac - «) rfar = 0 ( a ) 

(y-€)rf«y+%*+rf«««0 (») 

AuB(3)tolgt: ^T'" 1 

in (2) subst kommt: 0? - a = ' d»y J f "^^^^ 

In (1) sutet, iflt: ^ = - j^tjf =- y 

oder auch (§ 70): ^"""JOTJ 
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im. 



Ob»leieh die eben für die Parabel wirklich ausgeführte 
Elimination von x aus den beiden Gleichungeu (1) und (2) 
{% 14d) in andern Fällen selten möglich ist, so gelangen wir- 
doch, ohne diese Elimination bewirken za brauchen , zu einem 
merkwürdigen Satze. 



Fnnction von m ist, Karze halber ti, mithin § 149: 

a = — />• ti und f = y 4- M 
und denkt man rechter Hand in den durch p, ti, y vertretenen 
Functionen von ip, at^^ statt x gesetzt, so warden auch a und 

*) Zur TTehmig dienend, müge man auch folgenden Obttchen ver^ 

Ibl^: Da dieCootdhiaten a, t und der ErftmannigiliilbaMfier ^, die sich 
von Funct zu Ponet der gegebenen krummen Urne ytsF(9) Sadem, Fnne- 
tkmen toh « sind f = ^ = x(a;)], so kann man Bidi 

a, q ttlä ibLcllvertreter dieser Functionen in den 3 Gleichungen (§ 150, Rdbkg.) : 



denken. Diese Gleichungen müssen nun für jedes x identisch Null, mithin 
meh ihr Differential «0 sdu <| 135), d. h. ihr Differentiel nicht nur in Be- 
zug auf y, sondern sogleich auch In Besag auf a, Aus (1) folgt: 
(y-^*^y+(a'-'ff)#ii?-Cy-«)(f§-(4P-a)<la»=^rf^ 

oder, weii nach (2) {y-~t)(ly-\-{x -a jdx --0 iet: 



Setzt man nämlich *) für die Grösse 



, welche eine 



•(*) 

•(8) 



(4) 



Aus {2} folgt: 



oder, mit Berttokskfatigaag der Glciohui« (d): 
Aus (5) folgt die merkwürdige BeiiefauDg: 



(») 



d€ dx 
da dy 



Ans (2) folgt: ^ - ^ ^Z" oder: 




Diesn Werth ton y-f m (1) und (4) sobstitaiit, kommt: 
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t om Aa, wachsen. Geht man aber gleich auf das Diffeien- 
tial (entes Glied) Uber und bemerkt, dasa ({ 88) ^"^p ^»d 

/in 

■j-^q^ also dp = q(lx ist, so folgt aus obigen Gleichungen: 

Dindirt man die erste Gleichung durch die letate, so ist ({ 14d): 

da p ' 

Dieser Ausdruck - (eine Function von a) ist nun offenbar 

P 

die trigonometrische Tangente des Winkels w/i'a?, "welchen die 
durch m an die krumme Linie bc gelegte Berühr ungslinie i»T' 

mit der Abseissenaehse maeht. Da nun tg« = — und tgr =p, so 

P 

ergänzen sich die beiden "Winkel v und t zu einem rechten 
(weil die Tangente des einen die cotangente des andern ist). 
Hieraus folgt nun aber, weil TMm » 90^, dass die beiden linien 
Hm tukd mT eine eindge grade bilden, denn Mai muss, TerUtn- 
gert, mit der Abseissenaehse einen Winkel bilden, welcher den 
Winkel r zu 90** ergftnzt. Jeder Krümmungshalbmesser, wie Mm, 
ist also normal auf die krumme Linie BC, und tangirt zugleich 
die krumme Linie bc. 

m. 

* Eine andere Merkwürdigkeit (auf welche wohl zuerst die 
im folgenden § zu erwähnende rein mechanische Vorstellung ge* 
führt hat) besteht darin, dass ein beliebiger Bogen der Linie 6c, 



Letstere Gleidiung quadrirt und durch die TOt^ergeheude dividirt, kommt: 
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%. B. der Bogen iww, dessen unbestimmte Länge wir setzea 
n ollen ^ dasselbe Differentiiil hat, wie der an seinen Bndpuattf 
m gehende Krümmungshalbmesser Mm. 

Weil nftmlich die Ck>ordittAten t des Pnnctes FunotioAM 
der Abscisse des entspreebeadcB Panetes M lud^so kAtmen 
wir das DiffinentiAl des Bogt« nämlieli tf»-t^£I^N^ (S70) 
asoh) (ohae die ealwiekelta Okioliiuig iwiiekcn a md t kenim 
s« bmuefaen) diaroh eine Ftanction rom x and detm DiSteeolMl 
•■•dfttekeo. Daiiiadiehbeiellsd 16l)gefiiadeii,dMilK"-|K^+Ai) 
viid dt-dy-k- du^ so ist, indem man diese AmdrHeke fUr da und 
d% in die Formel d9 ^ ^da* + d^^ subätituirt : 

Der entsprechende Kruuiiuuügahalbme&aer ißt nun ^■»— i 

1 4- II* 

oder ^ wieder =m gesetzt: — (1 -k- p^)\ «. Letztere 
Gleiefaimg differentürt, giebt: 

» - [«• (l +p*)-* p* + {I + p*)*<*i] 

. t<^; //y; -^ (I ~t- p'-) 'du 



(1(1 ~- - {dy ■\-du) 'y[ ^ p 

Es ist also bis auf das Vorzeicrhen d^ ds^ mUbiu auch --- . 
Dies beweist, dess der stwiscbea zwei Pw u clfM m mmi m eatbalteoc 
Bogen, glftiob dem Unterscbiede der bcMn «n diese Pnnete 
gehendeii Krfliiiimingshalbmesser ist. 

1081 

"Erklärung. Man denke sich nm die convexe Seite einer 
gesets^mäAsigen krummen Linie, 6e, einen in c befestigten unaus- 
dehnsamen Faden gelegt, denselben im andern Punct b gefasst 
und straff angezogen, TOn der krummen Linie wieder abgewickelt, 
•o wird der Pmiet h des stets geiade gtq^annten Fadens offenbar 
dne andere gesetmnOsage knmmie Linie, BMG, betehreiben. 

IMe etstm knimmt Linie be beisst bier die B^olaie (die 
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abgewickelte) und die durch die Abwickelung erzeugte krumme 
Linie BMC die Evolvente (die abwickelnde). Der jedesmalige 
abgewickelte und gerade gespannte Theil der Evolute, wie nB, 
mM, heisst ein Strahl der Evolute. 

Die Evolution einer krummen Linie hat Aehnlichkeit mit der 
Beschreibung eines Kreises. Die Evolute vertritt hier die Stelle 
des Mittelpuncts, der Radius aber, statt constant zu sein, ändert 
sich hier von Punct zu Punct. Der berühmte Huyghens hat die 
Evoluten zuerst erdacht, und sie auf die, auch von ihm zuerst 
erfundeneu Pendeluhren angewandt. Auch in der Theorie der 
Räderwerke findet die der Evoluten Anwendung. 

Die mechanische Erzeugung der Evolvente ruft zugleich die 
Vorstellungen hervor, dass J. der Unterschied zweier Strahlen 
nB, ftiM gleich ist dem zwischen ihren Endpuncten enthaltenen 
Bogen fim; 2) dass alle Strahlen die Evolute tangiren und auf 
der Evolvente normal stehen, so dass also die Evolute nichts 
anderes ist, als der geometrische Ort der Mittelpuncte aller 
Krümmungskreise der Evolvente. 

154. 

• Aufgabe. Denkt man sich sämmtliche Normalen einer 
durch ihre Gleichung y = F{x) gegebenen krummen Linie, MV, 
um ein gleiches Stück, Mm = a, verkürzt (verlängert), so bilden 
die stetig auf einander folgenden Endpuncte eine andere krumme 
Linie, mc, welche die Aequidistante der ersteren heisst. Es 
soll die Gleichung hierftir gefunden werden. 




Auflösung. Seien allgemein 
AP = X und MP = p die Coor- 
dinaten eines Punctes, M, der 
gegebenen krummen Linie, und 
AQ = a, mQ = € die Coordinaten 
des entsprechenden Punctes m 
der gesuchten krummen Linie, 
so hat man aus der gegebenen 



dy 

Gleichung y = V(x) zuerst: ~ ^ 
iiiMR = M= T und sinM 



p und da nun Winkel 
1 



iCTrigonom. 



^ , cosM = -, 

Vl+p* Vl+p 

S 100, 5), 60 ist: y*-§»:a*C08M und a — jr = a-sinM. Hieraus: 



Google 



159 



Dillekt man y und p durch ihre Functionen von s aus, so 
braucht man nur x ans beiden Gleichungen zu eliminiren, um 

die geforderte Gleichung zwischen a ünd ^ zu erhalten. 

* Zusatsl. Ohne diese Elimination, die übrigens selten 
möglich ist, bewirken su brauchen, kann man doch leicht ans 
den beiden allgemeinen Gleichungen (I) und (2) folgern, das« 
die durch je zwei entsprechende Puncte, wie M, m, gelegten 
BerOhrungslinien stets parallel sind. Dies ist bewiesen, wenn 

man aeigt, dass tgTstgl oder ^^"^ (1) und (8) 

folgt aber, dass (vergl. $ 151) : 



Aus 



^£=p folgt dg^pdm, «uthü. rfS-p («*r + -j^^^r) 

Daher: ^«p. 
da 

Man könnte hierduxeh verleitet werden, aus dieser gleichen 
arithmetischen Beaiehung auch auf die geometrische zu schliessenf 
und glauben, dass die Aequidistante immer eine ähnliche oder 
gar gleiche krumme Linie sei. Dies ist jedoch nicht der Fall. 
Die Aeqnidfotante ist in der Regel eine gans andere, oft sehr un- 
fihnliche krumme Linie. 

Zusatz 2. Denkt mau sich die untere Linie mc durch Ab- 
wickelung entstanden, so kann man sich die obere Linie MV 
ebenso entstanden denken, indem der gespannte Faden um die 
Grösse a länger genommen wurde. Es gehOren also zu einer 
und derselben Evolute unsAhlige Evolventen. 

166. 

Erklärung. Der Durchmesser AB eines Kreises gleite in 
einer Ebene rechtwinklig an einer geraden Linie AA fort (siehe 
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folg. Fig.); zu gleicher Zeit drehe sich der Radius CA = r in 
entgegengesetzter Richtung um den Mittelpunct C und zwar so, 
dass der vom Endpunct A in der Peripherie durchlaufene Bogen, 
dem auf der geraden Linie durchlaufenen Weg an Länge stets 
gleich ist, z. B. AA' = .VÜ, und AA = 2r7r, alsdann beschreibt 
der Endpunct A des Radius CA nach einer ganzen Umdrehung 
eine krumme Linie AB"A, welche Cycloide (Radlinie) heisst. 
Die Cycloide kann man sieh auch durch den Punct A be- 
schrieben denken, indem der Kreis C auf der geraden Linie so 
fortrollt, dass die stetig auf einander folgenden Puncte der Pe- 
ripherie mit den stetig auf einander folgenden Puncten der ge- 
raden Linie zusammenfallen und der fortrollende Kreis nicht 
rutschen (gleiten) kann. Es ist klar, dass bei fortgesetzter Be- 
wegung dieselbe Cycloide unzahlige Mal erzeugt wird. Da 
nun diese krumme Linie sehr viele merkwürdige Eigenschaften 
hat und für die höhere Mechanik von Wichtigkeit ist, so 
wollen wir sie hier discutiren. Zuerst stellen wir die folgende 
Aufgabe. 

156. 

Aufgabe. Die Gleichung der Cycloide zu üuden. 



' f 




Auflösung. Es sei AI' 



MP 



AC = r, dann ist 



aj -3 AA' — MR. Heisst nun der mit der Längeneinheit aus C 
zwischen den Schenkeln des Winkels MC'R beschriebene Bogen 
so ist der vom Endpunct A des Radius CA durchlaufene Bogen 
A'M=rÖ. Da nun AA'=Ä'M=rö und C'R=r-y, MR=V/2ry-y*, 

cos $ = ^ — mithin ö = arC'COs^^ — ^, so ist: 
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Berttekfiichtigt man hier das mechanische Gesetz, wonach die 
Cjcloidf (lureii die vorgeschriebene Bewegung entstehen soll, so 
ist durchaus das doppelte Vorzeichen erforderlich und da gilt 
offenbar das obere, so lange der rotirende Radius sich auf der 
linken, und das untere, so lange er sich auf der rechten 
Seite des parallel mit sich selbst fortgleitenäen Durchmessers be- 
findet. Dies Yorausgesehickt, k^nneii wir nun leieht Eeigeu, dass 
in ob^r Gleiohuiig wirklieh alle auf einander folgenden uncäh» 
ligen Cycloiden enthalten sind.*) 

Zufolge Trigon. § 59 sind alle Bögen, deren cosinns « i iat^ 
dureh die Formel 2kTt gegeben, wenn man darin ifc » 0, 1, 2, 5* • • 
setzt, z. B. cos 0 - 1 ; cos 27r = 1 , cos 4/1=1 etc. Ebenso ist 

C08(2ft+l}7r»-l ttndeo8(2ic+l)~»0. 

£ 

Dies beachtet, ist nun für y = 0, x- r- arc (cos = l) = r'0, 
=-r-27r, =r'An etc., wodurch also sämmtiiche Spitzen A,A** 
bestimmt sind. 

Für y=> 2r wird ;p»r« aic (008=1— 1) = r/r, «sr*3;r, «r*5flr 
eto.) wodurch alle höchsten Puncte B"* • • bestimmt sind. 

Für y = r wird x - r- arc (cos = 0) 4- r , mithin o: = r • -rp — r, 
^ r ^+r^ = r'^ etc. Dies giebt die Puncte • - etc. 

Anmerkung 1. Dreht sich der Radius CA statt links, rechts 
hernm^ so werden offenbar dieselben (hier puncUrten) Cycloideu 
nur in iimgekehrter Lage besehrieben, und man erhält 

*) Man kann auch so verfaliren: £s ist offenbar: 

«ssre ~ rsine (0 

y = r — rcose (0 

Um ans diesen bdden Qlsielimigea die dritte veiibBdeilidie Gr össe s sa 

r— y _V^ 2ry— y* 

eliminiren, hat man aus (2) ooso = — ^ und hieraus sin e =+ r 

e » arc OOS Dies in (1) substituirt, kommt dieselbe Gleidumg wie 

oben. Man kann aber auch die dritte veränderliche Grösse q beibehalten 
und die Cycldde durch Hülfe der beiden Gleichungen (I) und (2) construiien 
imd dSsenttrsn. 8o Ist für: 

• =0, ir, |»f, 2», 

r.^—r^ rif, r.^ + r, r.2w, 

ysfO, ' r, 0, 

U 
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wieder dieselbe Gleichung, nur mit umgekehrten Vorzeichen: 

X = r arc cos - — - ± V'2ry — 

2. Jede Cycloide besteht aus zwei gleichen Hälflen, weil die 
Abstände zweier gleich hoch liegender Puncte, m, m\ von der 
Linie B"A" gleich sind. 

3. Will man vorstehende Gleichung als ganz willkürlich auf- 
geworfen betrachten und rein geometrisch deuten, mithin auf 
die in der Aufgabe angegebene mechanische Entstehungsweise 
keine Rücksicht nehmen, so fällt auch die Vorstellung des sich 
drehenden Radius weg. Die Construction der Gleichung giebt 
dann, wegen des doppelten Vorzeichens, sämmtliche Cycloiden 
in beiderlei Lagen, die sich, sowohl rechts als links von A, un- 
zählige mal wiederholen , weil man die zu cos = gehörigen 

Bögen auch in negativer Drehung nehmen kann. 

4. Verw^echselt man die Coordinatenachsen mit einander, 
und setzt AQ^a:, MQ «=y, so giebt die Gleichung (1), indem 
man x mit p vertauscht : 

y = r arc cos ^ — — + \/'2rx— d?^ 



Aufgabe. 



167. 

Durch einen gegebeuen Punct, M(ic, y), eine 

Tangente au die Oy- 
cloide zu legen, so wie 
auch den Krümmungs- 
halbmesser für diesen 
Punct zu bestimmen, 
und die Gleichung fiir 
den geometrischen Ort 
der Mittelpuncte aller 
Krümmungskreise ( die 
Evolute der Cycloide) 
zu finden. 

Auflösung, ^^ehmen 
wir AX als Abscissen- 
uud AG als Ordinaten- 
Achse, •) setzen also 
AP = a: und MP = y, so 
folgt aus der Gleichung : 




*) In § 158 wird auch die Gleichung (1) der Cycloide discutirt werden. 
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indem wir nur die erstere Hälfte AH der Oyeloide betraehten, 
mithin von dem doppelten Vorzeichen + nur das obere zu be- 
rUcksichtigea brauchen: *) 



Dieser Ausdruck lässt sich leicht constmiren. Weil nämlidi 



A'EoAPs'jr und WS»^\/trx^x^ (Geomet. % 126)« so ist auch 
X A'E 

, » sisr " tg EMA' und ibgiich EMA' » mithin audi 

V^x-ar* MB ^ 

Wenn aber zwei durch denselben Punct M vorwärts und 
rückwärts gehende Linien MT, MB, mit zwei parallelen Linien 
AX, A'B gleiclie Winkel machen (MBK = i:), so bilden sie eine 
einzige grade Linie. Dieses merkwürdigen Umstandes halber 
ist es also leicbt, durch einen geg^enen Punet, eine fiertth- 
rangslinie an die Ojelolde au legen. Man legt nämUAh dmh 
den Punet M erst den Erzeugungskreis und veriängert dann aar 
die Sehne BM. Die andere Sehne A'M (weil senkre€)it auf BM) 
giebt also, rttekwfttts verlängert, die ICormale. Die Tier Linien: 
Tangente, Subtangente, Normale und Subnormale, sind leicht zu 
bestimmen, bieten aber nichts Merkwürdiges. 

üm den Erflmmungshalbmesser q » — — (f 129) tu 

bestimmen ) welcher natürlich auf der concaven Seite liegt ^ hat 
man aus der sehon gefundenen Gleichung: 

S- = — .11 .1 I , =s p 

dx V2rs^w^ 

d^y ra; 

mithin: ^»sydrar 



*) Will man die beiden Gleichungen (§ 156, Rdkg.) bennteen, so sind 
diese hier, weil jetst AF««, MPsy gesetst woiden: 

y-r^-rsiatf; ii^»r (1 «-eoe0)d9 

du r(l~eQB0) A'E 

rsin^ ^ -^etc, wie in, Text »144). 
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Dieser Ausdruck für q lässt sich ebenfalls leicht construiren. 
Weil nämlich A'E«iP und k'M.^\/2rx (Geom. § 126, Zus. 1), 
80 erhalten wir das merkwürdige Resultat, dass der KrttmmungB* 
halbmesser fUr einen beliebigen Punct, M, der Cycloide just mal 
ao lang ist, als die entsprechende Sehne MA' des Erseugunga- 
krases« Diese Sehne HA' braucht man also nur um sieh seibat 
nach m zu yerlftogem, so ist m der Uittelpunct des zu H gehO- 
Ilgen ErUmmungskreises. Fttr x^O ist ^ = o (die KrOmmung 
in allen Spitzen unendlich). Für x = 2r ist ^ = 4r = HL=sXi4 (§ 153). 

Um schliesslich noch die Gleichung für den geometrischen 
Ort ArnL der Mittelpuncte aller Krümmiingskreise zu erhalten, 
brauchen wir nur in den beiden $129 geiuadenen ailgemeinen 
Gleichungen: 

« = x-p' — - (i| 

««y+ü^ (.) 

g 

die Gestosen p, q durch x auszudrücken und dann x zu elimi« 
niren, was hier mdgliefa ist. In Bezug auf die Cjeloide ist hier 
Dimlieli: 

|f» rare cos --^^ ^2rx~x^ 

X rx 



Dies in die beiden Gleichungen (1) und (2) gesetzt, kommt: 

t « raro cos + v2ra?— 4f* 

SetÄen wir in letzterer Gleichung — a statt so ist x eliml- 
liirt, und wir erhalten für die Evolute der Cj^cloide die Gleichung: 

f «rare cos +v — 2r«-a* 

r 

Damit die Ordinate € reell wird, muss man die Abseisse a 
iiegatiT) also in eDtgegengesetzter Richtung der poi^tiren Seite 
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AX der Abscissenachse nehmen. Für «=» — 2r = AK z. B. wird 
€ = r arc (cos = — l ) = rjr = LK. 

Die Evolute der Cycloide ist also wieder eine Cycloide und 
zwar ganz dieselbe (§ 15G, 2), jedoch nur so congruent, das« 
AL nicht auf AH, sondern auf HA fällt. 



158. 

Nimmt man AG als Abscissenachse und setzt AP = jr, MP = y, 
80 ist die Gleichung für die erste Hälfte der Cycloide (§ 156); 



iF = rare cos^^ — -^V2ry — 



Hieraus fol^t die Differentialgleichung der Cycloide: 




V2ri/ - 
dx y 



\/'2ry - y « 

V/2ry-y« 
N = v/2ry 



Weil NE y und die Sehne MN = \/2ry (Geom. $ 126), so 
ist klar, dass die Richtungen der Tangential- und Normallinie 
für einen Punct, M, der Cycloide durch die Complementairsehnen 
MN, MB des dadurch gelegten Erzeugungskreises gegeben sind. 



Um den Krümmungshalbmesser q 
man aus der Gleichung: 



zu finden, hat 
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dx y y 



d^y 



1 



1 



dy 
dx 



d'^y _ _r__ 



Q-'2\/2ry 

Der Krümmungshalbmesser ist also just das Doppelte der 
Normale. Für y*=2r ist ^ = 4r = HL etc. 

Um die Evolute der Cycloide zu finden, substituiren wir die 
Werthe von p und q in die beiden Formeln § 149, und erhalten 
dann : ^ 

a = x-\-2S/2ry- y'^ «r are cos V^^ry - 

f — y, folglich: 



a-r arc cos 
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Elftes Buch. 



"Wie maü eine Function von zwei oder mehreren 
absolut veräuderäclien Grössen differeutürt. 



m 

Bisher hüben wir immer nur Functiuneii zweier veränderlicher 
Grössen ir, y hetrachtet und miß die eine ?/, als von der andern 
abhängig gedacht. Es kommen nun aber auch Fälle vor, wo 
eine Grösse, «, von zweien oder mehreren andern Grössen ar, y- • • 
abhängig ist, letztere aber völlig unabhitngig von einander sind. 
Dies würde z. B. sehon der Fall sein, wenn wir eine Gleichung 
für eine Flftohe au&tellen wollten. Hier brauchen wir dann notii- 
wendig, nm die Lage eines Pimetes zu bestinmien, drei Goordi- 
naten %^ y, s und wo wir, wie Üblich^ a als abhftngig oder als 
eine Function von den beiden andern Xy y denken, welche 
letztere beiden willkürlich vtründerlich, mithin ganz unabhängig 
von einander sind. (Vergl. höh. Geometrie 102 und 103 etc.) 

160. 

Des leichtem Verständnisses halber, wollen wir vorerst nicht 
mehr als zwei unabhängig veränderliche Grössen nehmen, und 
der grössem Anschauung wegen bei dem eben erwähnten geo- 
metrischen Beispiele stehen bleiben. Sei deshalb ganz allgemein 
(S. Figur höhere Geometrie { 108**}: 



Digitized by Google 



168 



die Gleiehong irgend einer krummen BlSehe, der Anfangspimet 
der drei auf einander senkrechten Achsen. Nimmt man tu einem 

beliebigen x = AP ein be liebiges y = PQ, so ist, vermöge der ge- 
gebenen Gleichung, die dritte Ordinate 9 = MQ, und mitiün der 
Punct M der FlSche bestimmt. 

Ks ist nun einleuchtend, das die abhängige Grösse z im 
AUgemeiuen jedes Mal eine Aenderung: erleiden muss, wenn wir 
annehmen, daas entweder a: allein, oder auch y allein, oder 
auch beide x und y sogleich sieh ändern. Um diese drei yer- 
Behiedenen Annahmen darzustellen, wollen wir die Aendening 
(Inerement), welche « eriiäU, indem s allein aich findert, mit 
A^rS^ wenn y allein eich findert mit Ay« und wenn beide a;^ y 
zugleich 111 andere Zustände übergehen, einfach mit A» bezeichnen. 
Ebenso wollen wir den Differential -Quotienten von 5 = iu 

Bezug auf x genommen mit F^(jr, j^) oder mit (^^j , and in Be- 
zug auf y genommen mit Fy(x, y) oder (^^j andeuten. 

161. 

Lassen wir nun in: 

Ä = F(jr, y) (0 

bloss s sich ändern uud in a; + Aa? übergehen, so hat man: 

» + A«« = ¥{x + Ax, y) 

Die rechte Seite ISsst sich nun nach dem Taylor'schen Lehrsatz 
in eine nach Puteuzen von Aa: fortschreitende Reihe entwickeln 
und man hat {y als coustant betrachtet)*): 

» A^* « F{j?, y) -f F;(a;, y) Ax -h F;(.r , ~ 
Aar» -F^(a?, y) Aj7 -H F^C^r, y) ■ jTg + • • • • 



• . < • 



*) Sei z. B. s-x'y-St/M I, so Lst: 

Ai » = 2a?y . A» + y . A»«. 
IHes hatte man kfiiaer haben ktoneii, wdl hier: (;^)»2«f ; 

^]-2y, daher: A,»-2«y .Aar + 2y.^. 
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und wenn in !5 = F(£f, y), x seinen Werth behält und dagegen y 
sich ändert und in y-f Ay übergeht, so liudet man auf gleiche 
Weise die partielle Differenz von « in Bezug auf jf, nämlich: 

Aendera sieh beide GfOnen. y gldehseitig um ikr« Zlf) ao 
hat man für den neuen Zustand der Ftmction (1) in Zeichen; 

Weil hier aber s ganz allgemein als eine Function von y 
nar in Zeichen angedeutet ist, 5S-Ff^, y), so kann man die bei- 
den gleichzeitigen Substitutionen x f Ax, y + statt y auch 
nur andeuten, aber nicht zugleich ausführen.*) Man sieht aber 
leicht, dass man zu demselben Resultat gelangt, wenn man in 
% = F(x, y) erst x + ^ statt x setzt, und nach dem Taylor'sehen 
Lehrsatz nach Potenzen von Aar entwickelt, und dann in der er- 
halienen £ntmckelung allenthalben^-!-^ statt y setit und wie- 
derum nach dem Taylor>chen Lehrsatz nach Potenzen von ^jf 
entwickelt. 

162. 

Nach dem vorhei^chenden § folgt aus: 

wenn man erst x + A:r statt x setzt: 

a + A»' " A«, jf) 

*) Nimmt man für F(x, y) eine bestimmte Form, wäixi z. B. 

» = x'y-3y'+l, 

80 kaua man b€ide Substitutionen zugleich vornehmen. Es ist nämlich: 
» i- A» := (x -i- ^) ' (y + Ay) - 3(y + Ay)» + 1 

Setzt man aber erst x ^ statt äu iät, nach vorhei^gehender Note: 
s + A^ * = - 3y^ + 1 + 2afyA« + y.A«' 
und wenn man hierin jet£t y + Ay statt y setst: 

A»=«» (f + Ay) - 8(y -I- Af)» + 1 +2«A«(»+^)+(f 
t -I- As »c«y-.8|y«+l+(»* -^)A|p+2syA*-f-yAv> +2jrA«Ay-8Ay«-fAa»*Ay 



Digitized by Google 



170 



oder, nach Potenzen von Ax entwickelt, indem man p oonstant 
sein läsBt: 

» + Aar» « F(^,y) + K(iP,y) Aar + F^. (j:, . — + . 
Setzt man jetzt allenthalben y + statt 90 hat man : 

und wenn man rechter Hand das erste Glied, sowie auch die 
CoefBcienten von Aa?| ^**«« nach dem TayWaehen Lehnats 
entwickelt und beachtet, daaa jetst m conatant ist» so hat nan: 

+ = F(ar,y) + F; • Ay + F'J (jr, y) + • • • • 

B'iCÄiy)*!';;:, («»yV^+^C. (^»f ) • ^+**- • • 

IHes in (1) aubatitairt, ist also in Zeichen: 
» + A» - F(a?, f ) + F; («, y) . Ay + F;, (a?, y) . ^ + MAy • +• . . . 

FU^,y)Aar + F^(a;,y)AyAiC + M'Ay *^Aar+ • • • • 

Ai?* 

+ i^ilf) • j75-+M"Ay-Aa?* + • • • 

oder weil z » F(d^ p) , so hat man für die totale Differenz von 
« in der bequemeren Bezeichnung: 



*) ^^•(•>^iy) ^ ndientBii, da» It«if) cfanoal In.Bn^g «nf «, und 
dann der erfaaltenaDiffmiitial-Qnotleiit nodi awcimal in Benig «nf ydHfiBroi' 

türt worden, wae man auch durch andeuten kann. ^ VTäre zum Beiepiel 
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Wir haben im vorhergehenden § aus der Function z — F(a?, y) 
die totale Differenz (d. h. wenn die absolut veränderlichen 
Grössen sich beide zugleich ändern) erhalten, indem wir erst 
s + ^ statt und dann In der erhaltenen Entwicklung y-^-i^ 
8tatt y Belsen. Es läset sich aber murnttelbar einidien, dam 
notbweiidig dasselbe Resultat komiDea rnnm, wenn man dieae 
Substitutioiiea in amgekelurter Oidunng voniimmt, nftniHeh in 
%^¥{x^y) ent y-^-^ff statt y und dann in der erhaltenen Ent- 
wiekelung dD + Ao; statt 3p aetet HOthigenftillfl möge der Anflbt- 
ger sich von der Richtigkeit dieser Behauptung durch eine noch* 
malige Entwicklung überzeugen. Man erhält dann wieder: 

IM. 

Hierana folgt üemer wefl nimlieli beiderlei Yeifidrai 
gleiche Restdtate, nätnÜdi die totale Differena von a geben — • 

dass in beiden identischen Reihen auch die Coefficienten von 
gleichartigen Producten der Incremente Aa?> Ay einander gleich 
sein müssen, nämlich: 

\dxäy) \dydx) 

d. h. ob man eine Function zweier absolut (oder auch abhängig) 
veränderlicher GröBsen F(j7,^) erst m mal in Bezug auf x und 
daianf noch n mal in Bezug auf y differentürt, oder umgekehrt, 
erst n mal in Bezug auf y and darauf noch in mal in Besag W 
s differentürt, dpa ist emerlei. Sei a. B. «sdr^if* +69*— y+1« 
80 ist: 

ete. efte. 
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Wäre schliesslich z eine Function von drei yeränderU^en 
GröBseu, und mehr werden selten vorkommen, in Zeichen; 



wo ftlle drei Grössen jr, aAktolni Toriiideclich (von einander 
unabliiBgig) sind, so findet man gans auf dt« ▼orhin geieigte 
Weite Bowohl die parÜeUen Diffiereasen A««» ak auch 

die totale Differens A». Weil In den piaetiadien Anwendungen 
der Dlffefential-Reefanang aber nie mehr alt die niedrigateu Glie- 
der erfoTderlieb sind, welehe die Faetoren (Ineremente) ifiif^ 
Ar in der ersten Potenz enthalten, und es weitläufig sein wttrde, 
auch die höhern in Ax*^ etc. multiplicirten Glieder zu entwickeln, 
(welches, wie gesagt, auf die vorhin gezeigte Weise geschehen 
könnte) so wollen wir hier auch nur d\e erwähnten niedrigsten 
Glieder entwickeln und die höhern bloss andeuten. 

Aendert rieh in s«F(jr,y,f)) nur eine GrOcne, a. B. sinx-^-^kTy 
80- bleiben die beiden andern e conataat (man denke aidi da* 
Air beatimmte Zahlen gesetzt) und mau hat dann: 

=F(«,y,©)+P.(«,y,©) • A» + MA** + . . . . 

Aendem sieh awei Grössen « In «r+AdP undy in y + Ay, so 
hat man: 



ft+A^z= F( ,p) ^—y^^M — k^^-MA^F«+M'A4aay+M''Ay«+. . 



Um nun die totale Differenz von a zxl erhedten, wollen wir 
der Abwechselung halber nach Ampere folgendennaseen yer- 
ftihren. Es ist: 

I. F(«+Aa?,y,D)»F(x,y,©)+Bi(j?,y,o)A»+ 

3. F(*,jf,f>+A»)-F(»,y,D)+FM«,y,») A© + M"Ao'» + 

Diese drei Gleichungen haben Statt, welches auch die Werthe 
von ^, y, o sein mögen. Man kann also auch in der aweiten 
linker und reehter Hand w+6c» atatt md in die dritte Ad?) 

statt s und y selaen und nur M', M''^ weldie (Im Allge- 
meinen) Fnnotionett Yon 40,y>e slnd^ bekommen dweh dicao 



» « F(flp,y,u) 
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8iib0titntion andere Werthe. Man hat also, indem wir die erste 
Gleichung nur wieder abschreiben: 

(i')F(jp+^,y,r) * F(a?^,u) +F;p(a;,y,i?)A;p+MA«* + 

Addirt man diese drei Gleichungen, und Ifisst die rechter und 
lioker Hand sich tilgenden Glieder aus, so hat man gans einfach : 

+ *]i(^»y>«>)Ay + M,Ay« + 

+ Fi (jr, y , i?)Al> + M^A»* +• • • • 

A» =« K{J^,y^c)Ax 4- F^Cx, t)jAy + Fi(iCjy, o}At) +• • • • 



*) Es ist Utr nehtnr HMud der iMlor ytm Af, ntanlidi: 

F^ (x + Aar, y , r) = Fj (a?, y, «) -i-M ^ . A« + M^Ajp* + • . • . 
EbSDSO ist dsr Fastor Ton As^ nämlich: 
Fi(dp+ AflP,y + Ay, c) =FUa?+A*,y,f?)+Mß Ay-f-M^Ay»^* • • 
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Zwölftes Buch. 



Maxima und Jfflouma der Ftmction^ mebrerer abflolnt 

veräaderlichea Grössen. 



166. 

Die wichtigste Anwendung des vorhergehenden Buches besteht 
darin, diejenigen Werthe der absolut veränderlichen Grössen ztt 
finden, für welebe die daraus gebildete Function sieh int Zn- 
fltaode des MaidornnM oder liiniiniiniB befindet 

Wir wollen der Einfachheit halber zuerst annehmen, es sei » 
eine gesonderte Function von nnr zwei absolut verfinderlichen 
Grössen ^, in Zeichen: 

und es seien i/^^^ die gesuchten unbekannten Werthe von 
für welche = F(;£r^, y^^) ein Max^imum oder Minimum ist. 

167. 

Lassen wir nun die beiden Grössen x^^^ y^^ um wach' 
sen^ so haben wir (§ iCri): 

Um kein Maximum oder Minimum zu fiberspringen, müssen 
und können wir die Inereuieiite ^kp^ so klein denken, daes 
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die Sttinme der beiden niedrigsten Glieder, ^^^Aop + ^^^Ay 

Fall >0j, grösser ist, als die Summe aller folgenden, welche 
die höheren Potenzen und Produete der Incremente enthalten. 
Dies beachtet, ist nun klar, dass wenn ein Maximum 

oder Minimum sein «oll, die Coefficienten voa Ad?, ^ (die 

^rtiellen Differential-Quotienten) (^jt nothwendig 

«0 sein mOssen. Denn wenn, um a]le möglichen FitUe dureh- 
zugeben, in der Reihe: 

1) beide Coefficienten und för 
positiv wftren, so würde fUr iKMitlve Incremente, die Summe der 

beiden niedrigsten Glieder Ax+ ^ positiv sein und 

(weil dann diese Summe grösser ist, als die Summe aller fol- 
genden Glieder, wenn auch alle negativ wären) zu Ffj:^,, 
iiüch etwas hiiizukommen, roitiiin F(^4>, J^») wachsen und also 
kein Maximum sein. 

Fttir negatrre -Incremente — - wttiide die Summe der 
Mden niediigsteB Glieder, «iHlihi auch die der ganten Reihe, 

negativ sein, al»o von F(j?o,y„) noch etwas abgehen, mithin 
F(Xd, i^n) ^"^'^ nicht im Zustande eines Minimums sein können. 

2. Wftren die beiden ersten Differential-Quotienten 

negativ, so würde jetzt umgekehrt für negative Incremente— Ar, 
— ily die Funetion Ffj^^,, i/,,) wachsen nnd für j)08itive Incre- 
mente abnehmen, mithin weder ein Maximum noch ein Minimum 
sein können. 

^\ foaitiv, der andere 
(^) '^^^^^^ ^ Air + Ax und — A|f die Summe der beiden 

«iedrigBieii 4»lMer (^^ + (~)^ wiedUr pamÖT widF(xo,^J 
wurde fUr diese Ineremente wachsen, mithin kein Maximum sein. 
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Fttr— ^ nuä wire jene Samme negativ, ndUiin ^(^0)^0) 
abnehneiid, alio «leh kein Mlnimam. 

Sind nun aber Air » ^"9« vorhergehenden 



ßeihe die Coeilloieuten von £ix und Ay, nttmlich 




einseln, so bleibt uns noch: 

und es kann V(Xf^^Pf^) (die Ordinate s^) ein Mazimum oder 
Minimum sdn. Ob aber überall ein Maximum oder Minimum, 
und welches von beiden stattdndet, darOber entscheiden nun die 
drei folgenden Glieder, indem wir 4y so klein annehmen 
können, dass die Summe dieser drei Glieder grösser ist,*) als 
die Summe aller folgenden. 

Wäre nun die Summe dieser drei Glieder positiv unter allen 
Umständen, d. h. uuin möge die Incremente Aj?, Ay positiv oder 
negativ, oder aucli das eine odor andere - 0 nehmen, so würde 
^(^0^2/0) t'der die Ordinate ein Minimnm sein, weil dann 
unter allen Umständen die Ordinate wachsen würde, ihr Fuss- 
punct möge in der £bene in der Abscissenachse nach rechts 
oder links (±^, Ay«0) oder senkrecht darauf (AflpsQ, 
oder nadi einer daiwisefaen fallenden Biehtung (±A9, ±i^), 
(±^,+iS|r) forlgkiteD« 

Wire dagegen die Summe jener drei Glieder unter allen 
Umständen immer negativ, so wttrde olfenbar F(«0, jf^} (die 
Ordinate »0) ^^'^ Maximum sein. 

Um nun ein Merkaeiehen eu finden, wonach man entscheiden 
kann, ob die Summe der drei Glieder: 



*) VoraasgefletKt, dass die drei Goeffidostsn von A**, AxAf^ Ay' nicht 
jeder einzeln ^ 0 sind, in welchem Falle man nodi wsiier gdifin mfisste« 
WM jedoch unerlräglich weitläufig sein würde. 
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oder indem wir, des bequemeren SehreibenB halber, die (hier nur 

in Betracht kommenden) Coeffloienten mit A, B, G bezeichnen : 

4(AAa?« + 2Bz^Ay + CAy«) 

unter aUen Umstfinden positiy oder negativ wird, bemerken wir 
merst, dass A und 0 notiiwendig einerlei Vorzeiehen haben 
mfiBsen und zwar beide +, wenn die Summe positiv, und — , wenn 
die Summe negativ sein soll. Denn wäre z. B. A positiv und 

C negativ, so würden iuri\a; = 0 die beiden erstem Glieder ver- 
sciiwiiuiea und die Summe nicht positiv sein können. Für Ay=0 
daf?e2:en wurden die beiden letzten Glieder verschwinden und 
die ISumnie also nicht negativ seni können. Um nun das Vor- 
seichen dieser Summe von dem Vorzeichen der Incremente ganz 
unabhängig zu machen, set^n wir dieselbe (indem wir den 
Factor weglassen können) in folgende Form: 

AA»« + 2BAd;Ay + CAy« + -j- Ay«- A^* 



/ B / B^X 



und dieser Ausdruck ist gewiss unter allen Umständen positiv 
(negativ), wenn gleichzeitig A und C positiv (negativ) und 

ausserdem 0--r->0, d.h. AOB* ist. 

170. 

Zur Bestiminuüg der Minima und Maxima einer Function 
zweier absolut veränderlichen Grössen: 

» - F(ir, y) 

hat man also gleichzeitig: 

LiU>MJi, InflnitiiimaV'Bechmiiit. 22 
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einzeln » 0, nttmlich « -0 und = Fi(dP^)=0. 



<i, h. wm düfeiettiiii» die Qleksliviig efnnal mBenig 

ftof wid einrael InBezug auf y , sete beide IMffeieBtMJ-Qiiolienten 

Die Werthe, welche man aus diesen beiden ersten liedingungs- 
gleichuiigea für j? und t/ findet, substitiiire rann in die Aus- 
drücke (2). Je nachdem dann diese positiv oder negativ werden, 
giebt es ein Minimum oder Maximum, vorausgesetzt, dass gleich- 
zeitig auch die dritte Bedingung Statt findet. 

In der Regel erkennt man aber schon aus der Natur der 
Function, ob ein Maximum oder Minimum vorhanden ist, und man 
hat dann nicht nöthig, die immer weitlftufigen Rechnungen und 
Substitution für die Bedingungen (2) und (8) vorzunehmen. 



17L 

Hätte man eine gesonderte Function von mehr als zwei ab- 
solut veränderlichen Grössen, wäre z. B. in Zeichen: 

so folgt aus den vorhergehenden Betrachtungen (und noch ein- 
facher nach der Infinitesimalmethode), dass man zur Bestimmung 
der Werthe von jp,^,«.»' • • für welche u ein Maximum oder 
Minimum wird, die Function in Bezug auf jede der absolut ver- 
finderlichen Grossen diflTeientiiren, und die erhaltenen partiellen 
Differential-Quotienten einzeln -0 setzen muss^ nftmUch: 

0-'> O-'- <£)"■■■■■ 

Aus diesen gleichzeitig Statt üudendeu Bedingungen erhält 
man dip einem Maximum oder Minimum entsprechenden Werths 
von a;,y, s,f) • • • • , vorausgesetzt, dass der EHminütiorisjinicess 
nicht zu grosse Schwierigkeiten bietet. Aber auch hier ein Kenn- 
zeichen aufzustellen, ob ein Maximum oder Minimum und welches 
von beiden Statt findet, würde auf zu grosse Weitläufigkeiten 
fuhren. Man muss dieses aus der Katur der Function erkennen. 

178. 

Aufgabe. Jils sei gegeben: 



Digitized by Google 



m 

Mau sucht die Werthe vua x und für welche s ein Maximum 
oder MininiuMi wird. 

Auflösung. Man hat hier: 

(|)=2*+y-5=o 

und hieraus x — 2 und y~ 1. Ferner ist: 

FUr « 2 und y- \ wird also » ein Minimum, ^ ~ 6. 

m. 

Aufgabe. Eine Zahl, in drei solche Theile zu theilen, 
da88 das Product aus der vierten Potenz des ersten, dem CubuB 
des swdten und dem Quadrate des dritten Theils em Maximum 
wird. 

Auflösung. Bei m der erste, y der zweite, also a^w^y 
der dritte Theil, so hat man aus: 

%tMX*. y*(a ^x^y)* 

= a? ^ {a - - y) « • 8y « - ««y » • 2(a - sj - y) = 0 

oder kürzer, weil die Theile y und a — x — y nicht » 0 sein 
können und man damit dividiren kann: 

Sa - 3a; - öjf = 0 
Hieraus y-)«; a-»— y^fa. 

Für diese drei Theile von a wird « ein Maximum, indem von 
einem Minimum liier nielit die Rede sein kann und man also 
das weitl&ufige Kennzeichen daiür nicht aulzustelien braucht. 

12* 
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174. 

Aufgabe. Eine grade Linie, a, in drei solche Theile zu 
thtih n, duHfi der Inhalt des daraus construirten Dreiecks ein 
Maximuni wird. 

Auflösung. Sei x die eine, ;/ die zweite, also ü'^X^y 
die dritte Seite, so ist der Flächeninhalt: 

oder, zufolge der Anmerkung zu {98: 

» « (4a - a:){iß -y)(ar +y - ia) 

Die Factoren ^a^at und \a—p können nicht 0 sein, weil 
dann mithin die dritte Seite »0 und also gar kein 

Dreieck vorhanden wäre. Es müssen also die beiden anderen 
Factoren s»0 sein. Daraus ergiebt sich ^— Ja; y=Jö? a— J?— y=ia. 

Da ferner für diese Werthe von x und y 

(S)=-2(i«-f) = -i'' 

SO ist klar, dass ein Maximum Statt findet, was man auch un- 

mittelbar einsieht, indem von einem Minimum iiier niciit die Üede 
sein kaiiii. 

Unter allen Drei( ( k( n \ gleichem Umfange hat also das 
gleichseitige den grössteu Inhalt. 

175. 

Aufgabe. Die Dimensionen eines rechtwinkligen und ge- 
schlossenen Parallelepipedums zu bestimmen, welches bei gege- 
benem Inhalt y die kleinste Oberflfiche hat. 

Auflösung. Seien y die gesuchte Breite und Lftnge, so 

V 

ist die gesuchte Höhe — und die Oberfläche; 

» ipy 
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hieraus folgt: x'^y xy^ = mithin : x - y = z = Ferner ist: 




Unter allen rechtwinkligen Parallelepipeden von gleichem In- 
halte, ist es also der Cubus, welcher die kleinste Oberfläche hat. 

176a. 

Aufgabe. In einem Kreise das an Inhalt grösste Dreieck 
2U beschreiben. 

Anflösung. Sei ABD das Dreieck. Denkt man yom Hit- 
telpnnct nach einer Ecke, A, den Radius CA » r gezogen, setst 
die zu findenden Winkel BAC^o;, CAB^jf und föllt von G 
auf AB und AD Perpendikel, so ist offenbar: ABa^rcoej^ 
und AD 2rco8^. Da nun das von B auf AD gef)lfllte Perpen- 
dikel 4 AB*8in(2r + 2(), also auch s2reo8^*8in(j7 + ^), so Ist 
(S 98, Raudaninerkung) : 

P 3» 2r* Cosa? • cosjf * sin (ap + y) 




s Cosa? ' cos (a; + y) — sin«* sin = 0 
« cos(2ar +y) = 0, 2a; + y = 90^ 
= co8(jr+ 2jf} »0, « + 2y 90*> 



Es ist mithin x = y^ 30^ und folglich das Tcrlaagte Dreieck 

ein gleichseitiges. 
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mb. 

Aufgabe. Man sucht einen Punct, 0, so, dass die Summe 
ßeiner drei Entfernungen a:, y, « von den Ecken eines gegebenen 

Dreiecks, ABC, ein Minimum ist. 

Auflösung. Am leichte- 
sten verfährt man auf folgende 
indirectc Weise : 

Es sei der Winkel OAB = ö 
und OAC = A — ö, so ist: 

= - 2cycosö 

5« = 6« 4-y*-2öj/cos(A-ö) 

M - ^ + {/c'^+y^- 2ci/cose + Vb^+i/'^- 26ycos(A-Ö) 




V~-c-cosö i/-6cos(A-ö) ^ 

1 +- h^^ = 0 



äy/ X 



Q 



0 



X . i 

Aus der zweiten Bedingungsgleichung folgt: 

C'SiuÖ 6«8in(A— ö) 



Fällt man von B und C die Perpendikel BD, CE, so ist; 
c«8inö = BD und 68in(A — ö) = CE, mithin: 

BD CE 

X i 

Diese Quotienten sind aber die sinus der spitzen Winkel 
BOD und COE und da ihre sinus gleich sind, so sind auch diese 
beiden Winkel und folglich auch ihre Nebenwinkel gleich. 

Ferner ist nun: y— C'C0SÖ=-0D und y— fe.casCA— =— OE. 
Substituirt man dies in die erste Bedingungsgleichung, so ist: 

j OD OE ^ 
X z 

OD OE 

Die Quotienten — , — sind die cosinus der beiden gleichen 

X z 

Winkel BOD, COE. Da nun diese cosinus gleich sind und ihre 
Summe = 1 ist, so ist jeder =i und folglich BOD = COE = GO». 
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Der fragliche Punct hat ftlso eine solche Lage, dass jeder der 
drei um ilm liegenden Winkel » 120^ ist. Besdireibt man also 
fiber zwei Seiten des Dreieeks ABC gleichseitige Dreie<^e und 
um jedes einen Kreis, so schneiden sich beide Kreise in dem 
gesuchten Punct 0 (Geometrie $ 90). 

177. 

Im $ 162 fanden wir aus der Function 9^¥{x, y) fllr die 
totale DiffereoE derselben., die Reihe: 

und man ist nun übereinp( kuminen hier die beiden ersten in der 
Kegel nur erfordcrlichf n Glieder, welche keine Potenzen und 
Producte der Incremente enilialten, das totale Differential der 
Function zu nennen und mit dz zu bezeichnen. Setzen wir der 
Symmetrie halber auch da;, dp statt Aar, Ay, ßo ist das totale 
Differential, welches ans der Summe der beiden partiellen Diffe- 
rentialen besteht, in Zeiehen: 

17& 

Hätte man eine gesonderte Function von melir als zwei ab- 
solut veränderlichen Grössen, wäre z. B. : 

ii = F(^, y, », ) 

so erhellet schon aus { 177, dass das totale Differential: 

Wftre s. B. ti»d^, so ist: 

179. 

Aufgabe. Man differentüxe zur Uebang noch folgende 
Functionen, ia welchen o;, p absolut vcrtoderhche Grössen 
sM: 
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2. *^^^= 
8. « B axe tg 

If 

Auflösung. Man findet: 



Q 



-axtfdx-\-ax^dy 



180. 

* Hau kann bei Functionen von mehr ala einer absolut Ter- 
finderliehen Grösse auch höhere, sowohl partielle, als totale 

Differentiale entwickeln. So folgt z. B. aus: 

indem wir sowohl sß als |/ sich ändern lassen, erst das totale 
Differential : 



Da nun hier die Coe^ßcienten von dx-^ dy (im AllgememeD) 

— j = Fi(jr, y) etc., 80 

kann man wieder x + Aar, y-hAp statt x und p setzen und ent- 
wickeln, indem man die Faetoren dx^ % als constant betrachtet 
Befahlt man von der Entwickelung nur die niedxigsten Glieder 
und sehreibt wieder dxy dy statt Ayt flo hat man das totale 
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nreile Differential toh » nänoKeh: Bs leuehtet ein, dass 
man dies einlacher erhält, indem nmn obige Gkichimg nur nooh- 
mala in Bezug auf m und y differentiirt. Dann ist: 

wollte man so allgemeiu weiter gehen, so würde sich zeigen, dass 
bei jedem folgenden totalen höheren Differential die Binomial- 
Ooefficienteu zum Vorschein kommen. 



* Hat man eine Terwickelte Function mehrerer absolut ver- 
änderlicher Grossen, die man auf die abhängig veränderliche 

nicht reduciren kann, oder nicht reduciren will, so läset sich 
dennoch, sowohl das totale al.s partielle Differential leicht be- 
stimmen. Durch ganz dieselben Betrachtungen, wie in §§ 134, 
13f) und 137, ergiebt sieh nämlich, dass man eine solche auf 0 
reducirte Function, formell nur grade so zu differentiiren braucht, 
als wenn alle Grössen absolut veränderlich wären, und das 
Differential « 0 zu setzen berechtigt ist. 8ei z. B. : 

F(a?, y, ») - 0, 

wo'jT, y die absolut TerättderUchen Grössen sein sollen und % 
die abhängige, so ist fllr das partielle Diffeientia] TOn % in Bezug 
auf also y constant (§ 

und in Bezug auf also jetzt a; constant: 

•uud ^r das totale Differential 

Für die höheren Differentiale findet dieselbe Regel Statt. Die 
allgemeinen Formeln werden hier aber unerträglich weiääuflg. 
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Beispiel. Die Oleiebnng für die OberflfiolM der Kugel kft 
(höliere Oeometrie f 134): 

Aendert sieh bloss rr, so ist: ipdiff-^^dt^O, Aendert sieh 
bloeB|f, 80 ist: päy+ids = 0, Aendern sich beide zugleich, eo ist: 

7, 

* Aufgabe. Es ist die (JieichuDg irgend einer krummeu 
Fläche allgemein: 

»«F(3r, y) (i) 

und denn ein Punet, M, dtneh seine xeehtwmkligen €k)ozdineten 
^) y-^ 4 gegeben, Men snebt die Gleiehtmg der dureh dieeea 

Punct gehenden Tangential-Ebene. 

Auflösung. Lassen wir bloss die Abscisse um A^r wach- 
sen, 80 gehcii wir zu einem andern Punct, M', der Fläche über, 
dessen Coordmaten ;27+Aa?, «+Ajfi5 sind. Lassen wir dR?>;e2;en 
bloss die Ordinate y um wachsen, also x constant bleiben, 
so gehen wir zu einem dritten Punct, M", der krummeu Fläche 
über, dessen Coordinaten os^ y-\-At/^ Js + Ay« sind. 
Die Qleiohang einer Ebene hat die Form: 

z = Ax + By + C (2) 

damit diese Ebene Euniolist duidi die angegebenen drei Pnncte 

M, M', M" geht, müssen die Coefücienten A, B, C so bestimmt 
werden, dass wenn man s und ^ statt x, y setzt, z = z und wenn 
man x + Ax und y statt x, y setzt, z = a + Aa.a, und wenn man 
X und y -h Ay statt x, y setzt, z = a + A^s wird. 

Dies giebt uns zur Bestimmung der Coeiücienten A^ B, G 



folgende drei Bedingungsgleichungen: 

*=,A4P + By + C (s) 

a + A«« = A(j: + Aa;)+By + C (4) 

a+^V-iAdD-f B(|r + i:^) + C (s) 
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Subtrehiit ihm (8) von (4) und (3) von (5), ao hat aum: 

Lässt man nun 4^ bis sn Null ^nveTgiren, also nach 
der Grensmethode die drei Puncte Kusammenfellen, oder noeh 
deutlicher, nach der Inftnitesiinalraeiiiode) die Incremente da;, d|f 
unendlich klein weiden, so ist auch das awischen den drei 'Puno* 
ten M, U\ W* Heuende nnendlleh klehie FliehenstOek «1s eben 
zu betrachten, und da dieses mit der gesuchten Ebene (w( il drei 
Puncte gemein habend) zusammenfäUt^ so ist auch letztere noth- 
wendig eine Berüliruu^ifs-Kbieue. Pie gesuchten Coeilicienten A, B 
sind dann aber offenbar die aus (1) gesogenen partiellen Uilie- 

rential-Quo^enten in Bezug auf m und y, nftmlich: A - {^^j^ 

Br=^^J, Die Ojeichung der Benahrungb-Kbene ist aläo näher 
bestimmt: 

'•> 

Um nocl^ Q su bestimmep, beachte Di^n, dasd zuiblge (8) 
C-«-Aa;-By-i5-(^)jr^(^^y. Dies in (6) substituirt, 
ist .die Gleichung der Taugential-Ebene: 

■-(D»(|>-l-©-(s)''l 

Um hftt^ AWili (S> TO» (6) subtiallilt«« hitom mi vor- 
stehende Gleichung in folgender kürzeren Fonn erhalten: 



und folglich die beiden Proje^(;k>u8 - Gleichungen der Normale 
(höhere Geometrie $ 128): 
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• Um schliesslich üoch den Winkel U zu bestimmen, welchen 
die Tangen tial-Ebene mit der Ebene der x. y bildet und der 
später bei der Coinplanation derHücheu erforderlich ist, hat man 
(höhere Geometrie $ 126): 

1 



cos ü = 



Wtte <He Okiebung der SMdie in verwiekeltar Form gegeben: 
F(x,y,«) = 0, so. hat 



und hieraus: (-i- )« - -tts-; 1^1= ift 

mithin die Gleichung der Tangential-£hene : 



V U) +U) 

Die beiden Piojeetfon^eiehiingen der Nonnale tind in dieaem 
FaUe: 

(-) 
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181 

Aufgabe. £s ist die Gleichung der Kugel gegeben: 

Man sucht die Gleichungen der durch einen gegebenen Pun< t, 
M(^, i)^ der Oberfläche gehenden Tangential - Ebene und 
Normale. 

Auflösung. Man hat hier: 

\dx) W/ ^» 

daher die Gleichung der Tangential-Ebene 

«(a - ») + ;f(x - ^> + yij - jr) - 0 

oder: »b + a« + =« r* 

die Gleichungen der Kormalüuie sind: 

X — (z — ft) hieraus: x«— 

TT * ^ 

COS ü = -7===fe = — 

Für = 0 und y ^ Ü, also s ^ r ist x = 0, y 0, z = r und 
cos U = K U = 0. Die Normallinie geht durch den Anfani^spuuct, 
fllllt also mit dem Radius zusammen. Die Tangential -Ebene geht 
mit der Ebene der x^y in dem Abstände a>r i»araUel. FUr^-sfy 
y»0 also «»0, ist oobU^O, U»dO<>. 
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DreusehnteB Bach. 



Maxima und üiilimma loit Kebenbediagimgen. 



Man habe die beiden gleichzeiügea iiieiciiungen: 

< * (0 

y^9-4s (i) 

Für 5r = 0, 1, 2, 8 - • • wird ?/ =: 9, 5, 1, -3,» • • Für das erste 
Paar Werthe von y wird z - 729 , für das zweite Paar iöt 
£Nk lür verschiedene zusammengehörige Werths 
vön dB, y die deMUB geMIdete f unction % verüehiedaifr Wertfhe^ 
bekonunt, so kann man fragen, Air wdche tMiiluiimieti^hörig^ 
Werihe Yon s, y wird s ein Maadmum oder Minimom, nnd dies 
ist es, was man ein Maximum oder Minimum mil Kebenbedin« 
gungen nennt. 

Man sieht nftmlieh^ dass we^n der vorgeselmehenen und ku 
bertteksiehtigenden Bedingung, dass ^«9— 4ar sein soll, man in 

(]) die veränderlichen Grössen ar, nicht als unabhängig von 
einander betrachten darf. 

Da nun für den unbekannten Werth von rr, für welchen % 
ein Maximum, oder Minimum wird, zugleich auch ?/ = 9 — 4aj sein 
soll, so darf man offenbar aus (1) die von x abhängige Grösse y 
eliminiren und hat dann: 

z = a?» + (9-4;r)» (s) 
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In dieser Gleichung ist offenbar die Bedingung, daea iniinei' 

yr=9_4j7 ist, mit euLhallen, also auch für den Werth von aj, 
für welchen jetet » eiu Maximum oder Minimum wird. Di^er: 

^ = 8;c« - 12(9 - 4jr)« « 0 (4) 

woraus : x = 2\ UDd x™ ^ 

Es ist also für X = 2, y ^ I , die Grösse « = 9 ein Miniauim. 
Für y = — ? ist » = HJJ ein Maxiraum. 

Die Elimination der abhängig veränderlichen Grösse war im 
obigen Beispiel sehr leieht su bewirken. In vielen andern Fallen 
ist das aber niebt der Fall. Dann erreicht man oftmals aber doeb 
seinen Zweck, indem man alle beide Gleichungen in Bezug auf 
die absolut verinderliohe Grösse s difierentUrt, und dann den 

Differential-Quotienten ^ eliminirt. Dass dies immer erlaubt ist^- 

wollen wir zuerst an obigem eiiilaeiieii Beispiel zeigen. Aus 
den beiden gleichzeitigen Gleichungen: 

»«#»+f» (1) 

y = 9-.4ar (1) 

folgt: (^)-3^« + 8y*.g=0 (•) 

i-^ W 

In (3) steht olfenbar y als Stellvertreter ftir 9 - 4^:, und 
^ als Stellvertreter fttr das dureb dx dividirte Düferential von- 

9 "ix und dies ist, wie aus (2) folgt, = — 4. Wir können also 

aus (8) ~ elimimren und haben dann: 
ax 

oder: a? + 2y = 0 (s) 

Statt nun in diese Gleichung den Werth von ^ eu snbsti- 
tniren, kann man auch (im Fall dieReduction «nf|f in (2} nicht' 
naöglich oder zu weitläufig sein wttrde) die Gleichung (5) mit 
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der BedxngungsgleiehiiDg (2) yeibindeii und damvs eine neae 

Beziehung zi^i^ischen ^ und y ableiten, woraus sieh dann das 

Verhältniss dieser Grössen zu einaader olünals leichter ergiebt. 
In vorliegendem leichten Beispiel hat man diese Grössen selbst. 
Es folgt nämlich aus (ö) und (2), nämlich: 

dp + 2y = 0 

407 + y = 9 

Air das obere VorKeichea: y«l; für das untere Vor- 

sddien: ^- V, 

Um sn entscheiden, ob für dieses Werthe-Paar « ein Maxi- 
mum oder Hinimnm ist, hat man aus (3): 

Hierin die Werthe von ^ » - 4 und ^ - 0 snbstttuirt, 
kommt: 

( ) - 6a? + 96y » 6(a? + 1 6y) 

positiv und s » 9 ein Minimvm. 
-^^j negativ und 9 = 14|| ein Maximum. 

186. 

Nach der InllnitoBimalmethode hat es auch Sinn, statt der 
DiffeiTiitial-Qnotii Ilten direct die abhängigen Differentiale zu eli- 
minireu. Man hat z. B., wenn : 

%^x* (1) 

y»9-4a; (t) 

aus (1): d*^Bx^dx + Bp*dy^^O 

oder: »^da-hf/^äf/ =^0* ••••(») 

aus (2): 4db+d^a0*-*« (4) 

(4) mit ff^ multipUcirt und dann von (d) subtrahirt; 

(S^^4p^)'diP^0 
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mitlim, weil naeh dieser Methode das Difoential von nim- 
lieh dX'i nidit absolut Noll ist: 

— 4y««0 etc., wie vorhin. 
1S7. 

Aufgabe. Man sucht den iUdius r und die HGhe h eines 
oben offenep graden Gjlinders, weleher bei gegebenem Inhalt a 
die kleinste Obeiflfiche hat. 

Aufldsung. Es ist die Oberfläche: 

F-2mA + r*7r (i) 



und Ä==^ (i) 

Die Gleichung (2) ist hier die Bedingungsgleiehung. Daher: 

dh='2n{h-\-r)dr + 2jtrdh « 0 
oder: (& + r)iir + r*itt»0 

aus (2): f2LL«dr + <ft«0 
n 

Ik+r = 0 

n 



Es ist also h 



3 



TT 



m 

Aufgabe. Aus vier gegebenen Seiten, a, fr, c, e, ein Vier- 
eek zu construiren, welches den grössten Inhalt hat. 

Auflösung. Heisst der gesuchte Winkel, den die Seiten 
b mit einander bilden, 9, und der dadurch beatimmte gegen- 
überliegende Winkel tfß^ so ist der Inhalt: 

F » iab sin 9> + ice* sin ^ (1) 

Da nun aber die Winkel (f, u> von einander abhängen, so 
müssen wir noch eine Bediiiguogögleichung für sie suchen. 
Heisst die ihnen o^effenüberliegende Diagonale Ä, so haben wir 
aus dem einen Dreicrk = + h'^ — 2abC08y>y und aus dem 
andern it*'^ = -fe^ — 2ce cos Daher: 

Igt + 5« ^2060089) sc^ + e*-2c0oosi^ («) 

LübMo, InflnitesiinAlAeclmuiig. |0 
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Statt ip zu elimiiiiren, was weitläufig atin \\iirdej verfahren 
wir nach der gegebeneu Regel und elimioiren dtp. 

dFf^dbcoayt'ä^'^ee'eoBtij'dip^O (s) 

ab sin y d^-^ee* Binxjj dip «=0 (4) 

(9) mit sin ^ und (4) mit cos^ mnltipUeirt und addirt, kommt: 

ab (cos y sin 1^ + sin 9) • cos \p) 'd^ = Ö 
8in(jp + ^)s0 
y+ip«180<* 

Das gesuchte Viereck ist also, als Maximum, ein Sehnen- 
Tiereck. Yen einem Minimum kann hier nicht die Rede sein. 

Um die Winkel zu beBtimmeD, hat man jetat aus (2), indem 
•08^« — eo99 (well ^»160 — 9): 



cos 9) 



2(a6 + ce) 



189. 

Nach diesen, sur Vorbereitung erst yorausgeschickten spe- 
ciellen Ftfllen, wollen wir jetat die etwas subtile Theorie der 
Maxima und Minima mit Nebenbedingungen im Allgemeinen 

betrachten. 

Sei zuerst u eine Function von beliebig vielen unabhängig 
veränderlichen Grössen o?, • * *, in Zeichen: 

««yCa?, y, », I ) 

so ist bekanntüch Air jedes Maximum oder Minimum dieser 
Function: 

*-S)'^+(S)'*'+©*+--'' 

Femer ist bekannt, dass, um die allgemeuie Bedingung du^O 
zu erftlllen, jeder CoefBeient der Differentiale dxy c^,«*** fär 

sich Null sein muss, (^^^^y (^)^^ 

Wir erhalten also eben so, yiele Bediugungsglei^ungen , als 

unabhängig veränderliche Grössen vorhanden sind. Hieraus 
können also die unbekannten, aber bestimmten Werthe derselben, 
welche sie in den Zuständen der Maxima und Miniyp^^ haben 
müssen, abgeleitet werden. 
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Wären nun aber in : 

die Grössen d?^ y, «• • • • nielit alle absolut verftDderlich, sondern 
yon einander abbftngig, so mttssen sieh solche Abhängigkeiten 
durch Gesetze oder Functionen darstellen lassen. Wäre z. B. 

die Veränderung des y durch die des x bestiinini, y-^ fix)^ so 
könnten diese beiden von eiiiuuder abhiingig veränderlichen 
Grössen a?, ?/ nur für eine absolut veränderliche Grösse gelten 
und als solche in die Function (1) eintreten. 

Wenn daher in der Function w, die zu einem Maximum oder 
Minimum gemacht werden soll, veränderliche Grössen so von 
einander abhängen, dass die eine aus der andern berechnet 
werden kann, so mttssen wir erst, um die wirklieh absolut Ter- 
finderliehen Grössen zu erhalten, Substitutionen vomehmen, d, h. 
die abhängig veränderlichen Grössen durch diejenigen, von 
welchen sie abhängen , ausdrackeo , was dann suletat auf einen 
Eliminattonsprocess zurflckkommt. Wäre s. B. : 

ti — t) und ausserdem: 

gegeben, mit der Forderung u zu einem Maximum oder Minimum 
zu machen, so haben wir offenbar, statt vier absolut veränder- 
liche Grössen, nur noch zwei, denn f kann z. 6. durch js, und 

y wiederum durch je und z ausgedrückt werden und wir müssen 
diese Substitutionen in der Function u vornehuiün , wenn die 
ausserdem gegebenen zwei Bedingungen mit erfüllt werden sollen. 

Oftmals ist es nun aber nicht leicht, wenn nicht gur unmög- 
lich, die abhängig veränderlichen Grössen zu eliniiniren (wenn 
Z.B. die Bedingungsgleichungen über den zweiten Grad gehen oder 
transcendent sind). Für diesen Fall theilte uns Gauss bei einer 
gewissen YeranlasBung im Jahre 1829 folgendes leichte Verfahren 
mit: 

190. 

Sa sei wieder: 

11= yCa:, t/, z, ) und ausserdem: 

yj(x^y^ ) = 0 

/•(y, ty ) = 0 

F(a?, -O-O 

■ 

wo ^)/»F,**** die Bedingungsgleichungen ausdrtlcken: 
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Bs ist ftuf den enten Blick klar, das» wenigstens eine Be- 

dingungsgleichuug weniger als absolut veränderliche Grössen 
gegeben sein muss, denn wären grade sü viele vorhanden, so 
würde jede der absolut veränderlichen Grössen anfliören, ver- 
änderlich zu pein ; sie erhielten alle bestimmte Werthe und u 
selbst wäre mithin unveränderlich. Von einem Maximum oder 
Minimum könnte alsdann nicht die Rede sein. 

Statt nun die abhängig verfioderiii^en Grössen zu eliminireo, 
wird es sdion viel bequemer^ wenn wir sftmmtliche Gleichungen 
erst so differentiiren, als ob die Grössen alle absolut veränderlich 
wliren: 

*'=(S)'*'+S)*'+(S «^+—-0 

und nun erst die abhängigen Differentiale climiniren. 

Allein auch jetzt noch würde der Eliminationsprocess sehr 
beschwerlich werden und im Allgemeinen höchst complicirte 
Resultate geben. Durch folgenden Kunstgriff aber gelangt man 
auf eine eben so leichte als elegante Weise zu den Relationen, 
welche unter den veränderlichen Grössen fUr den Zustand eines 
Maximum oder Minimum Statt finden mttssen. 

Da das Differential einer jeden Bedingung Null ist, so ist es 
erlaubt, jedes noeh mit einer neuen Unbekannten, X^X*^'•^ na 
multipliciren, und dann alle bu der Fundamentalgleichung hinzn 
zu addiren, nSmlich: 




indem wir nun jeden CSoefBcienten der Differentiale »0 setzen, 

•) Die Differentiale derjenigen veränderlichen Grössen, welche in einer 
Bedingun ^r^g] e i c!i nng uichtToxkommen, Stehen, in der eptsptecbendenDifiBrentiai« 
^chuog nur formell. 
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eifaalteii wir so Tide Gleiehiiiigen, ali reräiiderliche GrOMeo 
J7,|f,«*'-* Torhunden sind, nUmlich: 



Ausser diesen Gleichungen mnm nnn aber «uch zu gleicher 
SSeit den Bedingungs^eiohuDgen 

yj(x^y ) = 0 J 

/•(y, «....) = 0 > («) 



Genüge geleistet werden. 

Aus der Combination der Gleichungen (1) und (2) ergeben 
sich dana die gesuchten Grössen. Man eliminirt zuerst die 
Grössen X-, A'«**-, deren absolute Werthe wir nicht zu kennen 
brauchen.^) Verbinden wir darauf die restirenden Gleichungen 
mit den Bedingungsgleichungen (2), so bestimmen sich auch die 
Werihe der veränderlichen Grössen s, • • • • ^ welche allen 
Forderungen entsprechen. 

Wir sehen hieraus mit einem Blick auf die yorgdegte F^age: 

9(«»y»»»*r- ')-]^|'^* } während 
fiyt ^ ' * ") \ consiant 0) sind, 



*) CSebt es blos dne Bsdiiigimgffg^flifihuig vC^iV* • * 0 ""0^ so and die 
GlädiQBgeii, ans dcocik.nisa A diiaiiilreD kesm: 

i^"^^^)^^'^ /du\ /dt^ ■ 

f d%ff \ _ ^dxl _ \dyl_ _ \d*) ^ 

(du\ !dtb\ ^ \datJ \d]f/ \d»J 
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daM es eiiMnrlfii kt, ob wir für f öm Maximam 

oder Hmimum suchen, wllbrend wir ^(^,jr,**-}) f(jfi<*<'} ^* 
als conatant, oder als gegebene Bedingungen, die zugleicli mit 
erfüllt werden sollen, betrachten, oder ob wir für irgend eine 
der Fuuctioncü i/' f^- * •)} Av^'-) ^tc., das Maximum oder 
Minimum Ruchen luitl dagegen tliL ul>rigen als constant betrachten. 
In der Thiit lassen sich alle Aufgaben dieser Art, wo die Maxima 
oder Minima einer Funetiün mehrerer veniriderlichen (Ii o.^ ( n Lie- 
eucht, dabei aber zuuleich Nebenbedingungen erfüllt werden 
sollen, von zwei verschiedenen Seiten betrachten. (S.§ 105, Amkg.) 

Es ist nämlich ganz einerlei, welche Function wir als con- 
stant ansehen und für welche wir ein Maximam oder Minimum 
snohen wollen. Die Verhältnisse der unbekannten Grössen su 
einander werden in beiden Fällen dieselben sein, und nur von 
der Wahl der Oonstanten, welche wir den Functionen gleich 
setzen, hängt es allein ab, oh wir in beiden Fidlen identisehe 
Werthe erhalten sollen. Ein bekanntes lieispiel mag dies erläu- 
tern: Man soll die lliihe und (Grundlinie des Cy linde rs angeben, 
der bei gegebenem Inhalte - a die kleinste Oberfläche hat. Hier 
wird man dnsst Ibe Verhältniss zwnfohcn Höhe und Grnndlmie 
finden, wenn man die Aufgabe so ausspricht: Man soll die Höhe 
und Grundlinie eines Cylinders finden, der bei gegebener Ober- 
fläche, » F, den grössten Inhalt hat, und so bei allen Fragen 
dieser Art. (Vergl. Moigno'*s (Oauchj's) seiziöme le^on, ans 
weloher wir folgendes Beispiel nehmen.) 

191. 

Aufgabe. Man suche die Werthe von o^^, ^, für welche 

ti »aff + 6^ + ca (i) 

ein Maximum wird, und für welche zugleich 

«•+y* + »*-r* = o (») 

Auflösung. Man hat hier: 

du = adx + bdy -f cdz = 0 

ft + jlyr^O -A«±«i- = ±(5i90, Rdbkg.) 
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Aus — = — folgt: — 

^ y ) Dies in (2) subsütuirt, kommt: 



a c CS 



ar 



hr 

CT 



192. 

Aufgabe. Man verlangt dieWerfhe von a;,y, s, flür welche 

if = a>«+y« + Ä« (i) 

ein Minimum uud zugleich : 

ofT+fry + cft-lt («) 

Auiiosuug. Man hat hier: 

Heraufl folgt: — =4-= — und y = « — • 



6ft 



4 =- 
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Zweiter Theil. 

Integral-Rechnung. 



»Dte Aaaljilf 4m OtefnAkkM M itahalb nm m 

groMer AnwendbMlMtt in der N&tujrwiMcnacbaft, w«il Ii 
der Xatur fUt bcMteAlt dtt CkaiMler dM Unendliehca 
offenbwt.'' LtUaiti. 



EMeitung. 

IM. 

Di« Integral -Reahnong ist in rein formeller Hinneht grade das 
Umgekehrte der Differential-Reehnting. Denn abgesehen von den 

mancherlei Anwendungen der Differential - Rechnung , welche 

zusammen den eigentlichen materiellen Begriff derselben bilden, 
ist ihr nächster Zweck, von einer gegebenen Function einer 
-veränderlichen Grösse das Differential dieser Function anzugeben. 
So ist z. B. von a'^ das Differential = 6s*äa» In Zeichen: 
d'X^ » bx*dx. 

Umgekehrt ist nnn^ nach dem ersten, rein formellen, vorläufig 
noch alle Anwendungen ausschliesaenden B^riff der Integ;ral- 
Rechnang, ihr niehater Zweck: au einem gegebenen Diffinrential 
einer Teränderlichen Grösse die augehdrige nnprflngliehe Func- 
tion 2u finden, welche dann das Integral des gegebenen DÜSeren- 
tials heisst. So ist s. B. ^ das Integral von bx^dap* 

Um anaudeuten, dass das- Integral an emem Differential ge- 
sucht werden soll, ist von Leibnitz das Zeichen / gewählt, 
welches man vor das gegebene Diiierential setzt. So ist 2. B. 
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IM. 

Naeh Leibnitzen^s Anschauung bedeutet das Wort Integral 
so viel als Summe einer unendlichen Reihe unendlich kleiner 
Grössen und das Zeichen J das Siunmirungszeichen. Vs'iv werden 
spfifer hf \ der AnweiiduDg der Integral -Rpchüung zeigen, das« man 
in vielen Fällen das Integral eines Ditferentials wirklich als eine 
Summe betrachten kann. Vorläufig aber muss der Aufänger sich 
an den engen Begriff halten und unter Integral nichts anderes 
yeiBtehen, . als dif su eipem gegebeii^n Oifffr^qliai gehörige 
Function, welche also differentürt, da« gegebene Differential 
wiedergiebt. Erat mOaseo wir weuigatena einige Differentiale 
integriren, d. h. ihre Integrale ftnden kdnnen, bevor wir 
Anwendungen machen, den Vutoen der Integral-Redinung sdgen 
und so nach und nacb zu. ihrem erweiterten (materiellen) Begriff 
gelangen können. 

Bemerken wollen wir noch, dass, obgleich wir jede Function 
zu diirerentüren wissen, wir jedoch, 8tren2:e crenommen, nicht 
auch umgekehrt jedes Differential integnren können, und in 
aolchen Fällen uns immer ^fiWf /^nnähernug begnügen müs- 
sen, so wie, yeigleichsweise ^ wir wohl jede Zahl potentiiren, 
nicht aber umgekehrt aus jeder Zfüd eine Wursel ziehen können,' 
weil ja die meisten irrational amd. 

jSiiaScJitt m^rk^ man aieh die, aus den in der Differential- 
Bedmuiig (t 31) avfgeatellten Diffcirentialformelii sieh von aelbat 
ergebenden, sogenannten Integrationsformeln, die man im Ge- 

^htois^ behalten muss. Diese sind nämlich: 

«+1 J 

J ^ J t^l-j?« 

5. ^cos^da^s sind; 10. J^j^i^^^^fi»^ 
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Zu Yorstehenden sehn Fiindameiitalfilraiehl haben wv noch 
ein paar Bemerkungen su maeheD. 

1. Nach der ersten Formel inuss man^ um das Integral 
jx"*dx zu erhalten, zu dem Exponenten m eine Einheit addiren 
und dann die neue Potenz s^-^^ durch den neuen Exponenten 
m + 1 dividireu. So isi k, B. : 

Dieee Regel gilt (den dniigen Fall, wo »«- 1 let, aiuge* 
iMMnmen) Air alk, ganze oder gebrochenei poiitive oder negftttve^ 
Exponenten. Der Fall, wo n»»-l Ist, fllbrt anf JUe yieite 
Fündamentalformel. 

x~*äx ^ I ~ s tr. Die übrigen neun 

Formel r) sind aber ganz allgemein gültig. 

2. Ks ist leicht einzusehen, weil es schon aus den Diflferen- 
tialformeln (§ 81) folgt, dass man einen constanten, unter dem 
Integraüonszeichen stehenden Factor immer vor dasselbe setzen 
kann. So iat a. B.: 

J « + 1 

8. Da die Diiierentiale zweier Functionen, die sich nur um 
ein constantes Glied unterscheiden, vollkommen gleich sind 
(§ 14, 1), so ist klar, dass mau jedem gefundenen Integral 
immer eine ganz beliebige constante Grösse, sowohl mit dem 
Plus- als Miuus-Zeiehen hinaufügen könnte. So ist z. B.: 

JWiP = e*i aber auch fe^äx = e'±c 

weil sowohl die Funetion e*, als aueh e^±c, dl£ferentürt , das 
gegebene Differential wiedergiebt. Da wir aber erst bei den 
Anwendungen der Integral -Reebnung zeigen können, was für 
Umstftnde die Hinsufügung einer eonstanten Grösse, ±e^ m 



Digitized by Google 



20-1 



einem geftindenen Integral zuweflen erheiBohen, eo wollen wir 
aneh bis dahin, des kttnern Selireibens halber, diese, hier noeh 

ganz überflüssige Constante stets weglassen. 

197. 

Nachdem wir nun die nöthippn Vorbp?riffe über den nächsten, 
rein formellen Zweck der Integral - Rechnung vorausgeschickt 
haben, wollen wir nun zuerst die wichtigsten der verschiedenen 
Regeln mittheilen, welche man für die Integration der verschie- 
denen Differentiale aufgefunden hat. Dass es hier keine einzige 
allgemeine lDt^;rationsregel giebt, die YerBchiedenartigkeit der 
Fonetionen yielmehr Yersehiedene Regeln herrorroft, Jsl wohl 
Toranssusehen. Aus diesem Grunde muss aueh, um Ordnung au 
erhalten, die Lstegral-Rechnung in mehrere Abtheilungen serftJlen. 
Man wird übrigens bald bemerken, dass fast die ganze Integral- 
Rechnung aus lauter, mitunter sehr feinen Kunstgriffen besteht 
und nur Mathematiker ersten Hanges hier etwas leisten, sie 
erfinden und vervollkommnen konnten. 
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Vierzehntes BuelL 



Die mchtigsten nnd am MufigBten Anwendtmg 

findenden Hegeln der Integral -ßecluiung. 



L Unmittolbace Integration. 
198. 

Alle IntegratioDen, wenn sie möglich sind, mttsBen im Grande 
immer auf eine der (193 aufgestelltei] Fundamenlalformeln zmrilek* 
geAlhrt werdeo. Bevor jedoch dies geschehen kann, mOtten mit 
den SU integrirenden DiiTerentialen oftmals eist Umformungen 
Yorgenommen, oder auch neue yeriLnderliche Grössen substituirt 
werden. 

Eiiu' ihiiij)trcgel ist immer, jedesmal erst genau zuzusehen, 
ob man ein verlangtes Integral nicht unmittelbar erkennen, oder 
doch durch eine einfache Subsiitntiou auf eine der Fundamental- 
formeln Eurtickftihren kann. Su sieht man z. B. leicht, dass: 

/dx 
^ l(i+x) oder, wenn man eine Substitution &a Hfüft 

nehmen will und l-^s^u^ mithin dat^du setat, dass: 
J*j^««J^«iii-iU + a)- Ebenso ist: 

/ da: l r du 1 . 1 . 

Hier wurde otr»«, mithin äa^^-^^du gesetst* 

0 
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Kach einiger Uebung werden Bolehe einfache Sabstitutionen 
flberflllMig. Man merke sieh bei solchen unmittelbaren Integra- 
tionen noch folgende specielle P&lle. 

1. Ist, abgesehen von einem constanten Factor oder Divisor, 
der Zähler eines Bruches das Dif!'ereutial vom Nenner, so ist das 
Integral immer gleich data natttriiahen JLogaiithmu» vom Kenner. 
So ist z. B. : 



msdip m ^n^^jjtj^ oder wenn man a+bd?*»«) alao 



2knfo»<iK« mithin sdsp-=^ aetat: 

zo 

2. Besteht das Differential aus zwei Fat laren, wovon der 
eine eine Potenz mit positiven oder negativen Exponenten, und 
der andere (von einem constanten Factor abgesehen) das Diffe- 
rential von der Wurzel ist, so ist das integral gleich der um 
eine Einheit highem Potena. So ist z.B.: 

oder auch, indem man 1— dr'^ttf mithin ^3x^d:D - du uaA 

a^ds ='--iäu setzt: 

/ ,n^ ^ r(l-a;«)-*a?ito = -(l-a:«)». 
VI J 

8. Besteht ein zu integrirendes Differential ans mehren doieh 
+ oder - Terbnndenen GUedeni, so muss man natOrlidi jedes 

einzelne Glied integriren ($31, 6). Wäre s. B.: 

y a + e* - sinii^ so ist: 
und also mngekehrt: 
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/rfy «/(12«» + «• - eoax)dx 

y = /l 2^» dx+f e^dx — /cos xds 
ff = 2a:* +^-Äinaf. 

-======• dar « I -=====+ t , ^McsiDdP'-y 1 — Jg* 

200. 

Aufgabe. Mau Buche folgende Difiereutiale, ohue Substitu- 
tioiif unmittelbar zu iDtegrireD. 

1, 7. 



2. 7 rrrr 



4. e^dla? 10. 



5. c-«*dar 11. {a-\'bx)^dx 

Anfldsung. Man findet leicht, daw: 

Js^a ' ' Ja 

J(a;— o)* — m+l J 
3. |-= s= — arctg — 6. I cos axrta?«= — s 



a 

-sin oo^ 



J 



aeior . iß 

= narcsm — 



8. aJ*(a«-a?«)-*j?/ÄF-~a(o*-d:«Jl 

9. J(te)- «199,2) 
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11. J(a + 6*)«.^.iit^ 

12. J*(a + 6« + (6 + 2i») |(a + 6« + e»*)» 

Das Litegnil No. 11 findet man auch so: 
. Sia + ba)^(is =/(a« + 2abx + d«aJ«J dar = a*x + abx^ + 

IKea Integral ist von dem io U angeführten nur in der Con- 

staote ^ Terschieden* 

n. Theilweise Integration. 



Ein sehr friichtharer KunstgrifT, um Integrale zu ünden, besteht 
in der sogenannten theilweisen Integration. Um zu zeigen, 
was man hierunter zu verstehen hat, seien F(x) und f{a:) zwei 
beliebige Functionen von Differentürt man das Froduct der- 
selben, so hat man (f 31, 7): 

und, wenn man beiderseits wieder tntegriri und beachtet, daas 
die Zeichen j* und d sieh aufheben, so folgt aus obiger Glei* 

chung IBii, 3): 

und liieraus, durch Umsetzung der Gliej^: 

fF{s) ' (\x)(ls - P(aP) . fix) - !f{x) . r{x)dx 

In Worten : Kann man ein zu integrirendes Differential V{x)f{x)dx^ 
in Ewei solcher Factoren F(^)-f'(d?>^ zerlegen, von weichender 
eine f(w)ds integrabel ist, so ist, wie vorstehende Gleiehnng 
lehrt, das Integral von V{x) f'(s}dx ^doh dem ersten Factor 



♦) Besdcfaiict man die eine Fbnetton von m Kfina halber mit «, dfs 
andere mit e, so bat maa, leichter an Überidiekeni 

r/(M • r) = f> ♦ rf« + Ii • //fj 

UV =^Sv-du + juih 
Ju'äv = U'V—Jv'äu 
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F(s) nmltiplkirt mit dem Iniegnl des sweiten Sf'{x)dx^f{ß)^ 
weniger dem Integral aus dem gefandenen Integral, f{x)n, multi. 
plicirt mit dem DifTerenUal vom ersten Factor (i- h\x} = ^'{x)d£. 
Lässt sich nun dieses neue Integral ff\j:) F'(x)ffx finden, wie 
es oft der Fall ist, so hat man oftenbur auch das eigentlich 
verlangte Infeg:rnl , und dies ist es, was man unter iheilweiser 
Integratiou versteht. So ist z. B. : 

Es int mitbin Jse^ä^^^(x— 1). Hier wer naefa der kunten 
m der Note angegebenen Formel u^s und dü « ^dat. Ebenso 
findet man: feMx-sdX'^S'nna + eosx. Es ist afimlieh: 

Hier war x und äv = cosxda;, 

202. 

B«s kann vorkommen, dass man die theilweise Integration 
mehrmaU wiederholen muss. So ist z. B. : 

Jar* • cos x(fx ~ sin a; — /«in x ■ 2xdx^ oder : 
Jjp« .oosjrito » • sin« - '^Jxtmads (i) 

Wiederholt man die theilweise Integration mit dem zweiten 
Gliede rechter Hand der Gleichung (Ij, so hat man: 

/•^.sind?ifas»jP*(-*oosdr)+/cos«db (t) 

Jcosxdx ^ sinic •••(») 

Aus diesen drei Gleicbiingen bat man loicbt folgende drei 
geordnet nnter einander ^ was gleicb bitte gesebeben kOunen« 
nümlicb: 

Jx^ cosxdx «= x'^ siti X — 2jx sin xdx 
— 2 Jxsmxäa; » 2scoBa - 2Sooaxdx 
2 *feo»adx — 2sinfl; 

Aus der Addition dieser drei Gleichungen folgt: 
/igt oofjifCv - 4r*siiis^ + S»?eos0 - SsiAj? 

S08. 

Aufgabe. Man versuche folgende Differentiale durch theil- 
weise Integration zu integriren: 

fJlhiiin i«ftt»ltAg |inal-IU tai>«««iM i jt 
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Ix 
st 

4. SiTcauixäxy 5. BtccoBsäsi 6. x^lxdx» 
Attfld&ang. Man findet hier: 

J SB J 

und wenn man das Integral rechter Hand mit dem gleiehnamigen 
linker Hand vereinigt: 

2 Jte~=(to)S also: 

3. JaretgjRl9«aretgx«d?-J* 

arc tgdrdbp « *arc tg^ - Ii ( 1 + a:«) 

arcsindnif »arcsinj^'d;— 1-7= 

J i/l- 



Singlis a d;«ftre flinjB+ (1 — ip*)^ 
6. J*arcco8a:rf!aj arc cofljc -V^l — a;'' 

Äi + 1 1 ^ 



f»+i (m+l)« 



HL Intagratian rational gefaroohener fmctwiiMn. 

204. 

Bei den gebrochenen rationalen Functionen können wir immer 
annehmen, 3. daas Ztthler und Nenner kdnen gemeinscfaalUichen 
Factor haben, well man diese gegen einander aniheben kann; 
2. daas die gebrochene Function eine echt gebrochene ist, weil 
man sonst, durch Division mit dem Nenner in den Zähler, die 
ganze Function erst herausziehen kann. Die Aufgabe kommt also 
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darauf zurück, eine echt gebrochene Function y ' ^ 

grireD. DieaeB ist aber (im Allgemeinen) nur dann mOgliefa, wenn 
Bieli die gebioehene Function in Partialbrttcfae zerlegen Ifisst, 
deren Nenner Formen ersten oder «weiten Grades, oder aucb 
Potenaen daron sind, und deren Zähler constant oder Formen 

ersten Grades sind. Die Regeln, eine gebrochene Function, wenn 
möglich^ in die envuliuten Partialbrüche zu zerlegen, sind in der 
Analysis ^140 erklärt, und müssen hier als bekannt vorausgesetzt 
werden, 

205. 

fix) 

Ist die Zerlegung der gebrochenen Function Partial- 
brüche möglich, 80 hat man nur eine Reihe von Brüchen xu integriren 
und die Summe dieser Integrale ist dann das Oesuchte. Den 
einzigen Bruch ausgenommen, welcher eine Potens ron s^-^px-^q 
Bum Nenner hat, und besonders belrachtet werden muss, findet 
man die Integrale der übrigen unmittelbar nach den Fundameutal- 
formeln (!) und (4) (§195). 

m 

Aufgabe. Man suche folgende angedeutete Iniegraie: 

J ^« + 3^-18 J;r« +3^-18 ^' J^i^ 

Auflösung. Man hat hier (Analysis {141, ete.}: 

r 24<to r/, <to H ^\ 

Jj?« + 8a>-18 JV* ap-8 ^« + 6/ 

* ar+6 V» + 8/ 

14* 
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2a \a-a:/ 2a a-^x 



, r jr» + 8;ir» + 4jr-66 . f/ . 7ar+?4 \^ (Anal. 
» + diB + + 6) + 6 - a) 

Mehr hierOber ft. f 827. 

IV. Integration der inratirnialen Fnaotionen. 

807. 

Im Verhältniss zur Auzalil aller irrationalen FuncUonen giebt 
es nur sehr wenige, wo die Integration derselben direct möglich 
ist. Unter diesen wenigen sind die beiden: 

dx j dx 

und 



die wkhtigsten, wo nftmlich sowohl der Poteas-) als auch der 
Warzelexponent die Zefil 2 nicht ttbeieehreilet, und dieee beiden 

werdeu wir hier nur luLegiirüü. 

1. Um die erste Function zu integriren, ist es am besten, 
die WurzelgTÖBse durch Einftihrun^ einer neuen veränderlichen 
Grosse erst rational zu machen. Man setze zu dem Ende: 

Va + bx + cx^ « M — x\/Cy 80 hat man : 
a + 6x + ex^ «> — 2tUB\/c + cm^y hieraus (durch Different.): 

(b + 2u^c) rfr = 2 (tt - x^c) du 
dx 2du 

— inT= L , y > ^ »-flfi/o ee&ieB Werth suhetitiilrt: 

dx du 



^a + bx + CX''' ib-hu^c 
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oder für u seioeo Werth gesetzt: 
(i) r , ^ ==^^'l(ib-k-ca! +\/c*Va'^bxi'exA 

2. Das Integral der andern Funetion k6nnte man ebenfüls 
durch Rationalmaehen derselben finden. Man thut aber jetst 
besser, das Trinom In ein Binom zn Terwandeln. Man setze 

deshalb ; 

setzt man noch a+T- = »i* und ^n/c— r^"ii, mithio: 
äx dtu 60 hat mm : 



II 

= arc sin — 

6 M 



und für u und 01 ihre Werthe gesetzt: 



Naeh diesen beiden Formeln (1) und (2) hat man z. B.: 



arc sin = arc cos 



Wäre in beiden Formeln c * 0, so hat man nnndttelbar nach 
der Fundamentalformel: 

Va+ bx J * 
Ergänzungen s. $ 334. 



Litegntioii dw Biponeatialp nad kgiiithmiiehA FnaettaiD. 

208. 

Kur in wenigen Fällen gelingt die Integration solcher Fune» 
ttooen durch Substitution oder durch theilweise Integration. Man 
hat 1. B.: 
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1. /«•lwlr'«rte'«*ite«l!»'^^ — rTi*^*" 

fxf^ixäx « f /ar 7-7^ 

J n+l\ 11 + 1/ 

J X J dl» J 

3. Jx'^e^dx - (o;- - 2a; + 2). (J 202.) 

Tl. Integration der goniometriieheA Fnnotionen. 

209. 

Hier muBS man sich zuerst folgende secba Integrale merken, 
auf welehe al]e ttbrigen Kreisfunctionen ^ wenn ihre Litegration 
Überhaupt möglich ist, Kurttekgeftthrt werden mUasen. Mao hat 
zunächst: 

1 . ^sin X cos xäx =» {sin^x 

Tcos^ . , . 

J Binx 



/ *smx 
CQBS 



Wtr« — /cosa; 



Diese drei Integrale errath man leichL Will man sie aber 
durch einen kleinen Kunstgriff finden, so setze man in (1) und 
(2) sind!««, mithin cos^da^s^Ai^ so ist: 

J äiua; - cos xäx ^Judu = iu- = Isin*« 

j-r! — coBwdx- 1 — »«fii«/i»=»l8in^ 

J smx J u 

/TT — siö = — l^'du = ~ /w = *- /cos:r 
cosdp J u 

Mehr Schwierigkeiten machen die folgenden drei Integm- 
tionen: 
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J sind: J ni 



Die Integmle der manebinal yorkommenden Functionen 
eioFxäüP^ eoB'^xdx, findet man, wenn m eine ganze Zahl ißt, am 
leichtesten, indem man die Potenzen von sinas und cosäf erat 
durch dieselben Lrigono metrischen Functionen von Vielfachen des 
Bogens x ausdrückt. Bo hat man z. B. (Analyaia | 97 a}: 

J cos'^xdx^^^icm 2x -i- l)äx = Jein 2d; + 

Joo6*jM&p«iJ^(cos8d7 + 3ef»s)ds » -^^^d» + |iui^ 
Ebeoflo findet man: 

Jsin+^.rfa?» jj (co84a? - 4co8 2j: + 3)»<& 

Eine andere Methode s. $ 339. 

SIL 

Mit vorstehenden wenigen Integrationsregeln lässt sich schon 
viel anlangen und wir wollen deshalb auch, um den eigenilichen 
Zweck und Nutzen der Integral-Rechnung zu zeigen, mit diesen 
nöthigen YorkenntniBBeD ausgerüstet, jetzt erst zu den mannig- 
faltigen Anwendungen abergehen. Diese müssen sich jedoch 
hier noch auf reine Geometrie beschränken, weil wir keine andere 
Wissenschaften, wie Mechanik, Phjsik elo. als bekannt yoraus- 
setzen dOrfea. Wer jedoch die Anwendungen der Integral- 
Beehnung auf Geometrie gut yersteht, der wird auch leicht ihre 
Anwendungen auf andere geeignete Wissenschaften verstehen. 
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Füii£seliiites Buch. 



Quadratur ebener Flächen. 



In der Aiialysis ist bemerkt, dass Leibuitz durch die Betrachtung 
der Zahleoreihen auf die Erfindung der Integral -BechnuDg ge- 
kommen, und (S 194) dn^'^ er ein Integral als Summe naeiidlich 
kleiner Or^Bsen und das Zeichen f als SummatioiMizeicfaen be- 
trachtet. Um nun diese tOx die meisten emsthaften Anwendmigen 
der Integral-Rechniing höchst wichtige^ filr den ersten AnfCager 
aber etwas subtile Ansieht cum Yerstttndmss zu bringen , mOge 
erst Folgendes cur Vorbereitung dienen und die Ueberseugung 
verschaffen, dass man die Flächen krummlinigt begrenster 
Fitriiit 11 nicht nur näherungsweiäe , suucicrn oftmals ganz genau 
bestimmen kann. 

m 

Denkt man sich die krumme lanie geeeichnet^ deren Gleichung 

y . ax^ + b 

ist, so kann man nach der GrOsse der Elftche fragen ^ MPelehe 
Ton ehiem Stück, «iH, der krummen Linie, Ton den beiden 
Ordlnaten mA, HP und dem StOek AP der Absclssenlinie be- 
grenst wird. 
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Sei A der Anfangspunct der Co- 
ordinaten und AP = a:, so ist durch 
diese segebene Abscisse und durch 
die Gleichung der krummen Linie 
die Grösse der fraglichen Fläche i 
gewiss bestimmt. Bevor wir jedoch 
zeigen, wie man sie durch Integral- 
Rechnung leicht findet, wollen wir 
erst folgende Methode anwenden. 

Man denke sich die vom Anfangs- 
punct abgemessene Abscisse AP = a? 

x 

in n gleiche Theile getheilt , so dass Aä = ää = • • • « = — ist, 

80 giebt die gegebene Gleichung der krummen Linie, p=ax^+b^ 

12 n 

wenn man statt x nach und nach — x = AA, — x = Aä, • • — x=AP 

n n n 

setzt, die Ordinaten: 

ch = fl^-^j:J+ h\ fk = a[^x^-¥ 6 ; • • -MP = a {^^+ 




X 



Multiplicirt man die Ordinate ch mit AA = — , so erhält man 



n 



das Rechteck hcffA ^- [^('^^) ^"^] ' ebenso giebt fk mit 
hk - ^ multiplicirt, das Rechteck ä/'^ä =j^a^-^j;^ + öj« etc. 
Daa letzte Rechteck PM^r ist = j^a^-^a^^ + bj- 

Die Summe aller dieser äussern Rechtecke ist gewiss grösser, 
als die fragliche Fläche in Zeichen: 



l+4-i-9+16+«---+n'*) + ii6 



«<a|^l + 4 + 9 + 16 + • • ..+ n'^^ + ^ 
Nun ist aber die Summe der n ersten Quadratzahlen (Anal. $51) 
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im y-^Y+T' 

»<a«»(j + i^ + jii)+6* (.) 

MtlIdpHeirt mau dagegen mit — die erste, zweite vor- 

II 

letete Ordinate, ao eriiftlt man die kleinem Innern Rechtebe: 

deren Summe gewiss iileiuer, als die fragliche Fläche i ist, in 
Zeichen : 

* ^ ^^i} + 4 + 9 + 16 + + (II - 6x 

Die Summe der n 1 eisten Qnadiatialilen Ist nmi aber 

(ii-l)n (2ii- 1) II» »« . n .... .. 

^ — ... — , mithin ist: 

1.2-3 8 2 6' 

s>aap»(|-ij+^)+te (•) 

Die zu findende I^'lache s liegt also zwischen den beiden 
Ausdrucken (1) und (2). Die Grösse eines jeden hängt von der 
Zahl fi ab. Je grösser mau u iiiiiiint, d. h in je mehr gleiche 
Theile man die Abscisse AP = x theilfc, je schmaler werden die 
in (1) und (2) summirten Keohtecke. So lange jedoch n als 
eine bestimmte, wenn auch noch so girosse Zahl gedacht wird, 
ao lange weiden beide Ausdrücke (1) und (2) ron der gesuchten 
GHtese s etwas, wenn auch noch so wen% abweichen. Lftast 
man aber n immerfort wadisen, so werden beide fragliche Sum- 
men, wOTon die eine sn gross, die andere au klein ist, sieh einer 
und derselben festen Qrenxe immerfort ntthem und sie für n^to 
wirklich erreichen. Beide Ausdrttoke (1) und (2) geben also, 

indem man od setst und beachtet, das« dann + ^ und also 
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auch | InfiattenmalgrOflseD werden and gegen die endliehe 

Grösae i veröchwjtiden, iu völliger Strenge die gesuchte Fläolie : 

9 



W&re s. B. mithin + S und aifO 

» = AT + 2a;, 80 wäre z. B. für a? = 10', « = öSiO*, 

214. 

Nach der gefundenen Formel: 



kann man also sich von A an beliebig weit nach der positiven 
Seite der s erstreckenden FltfehenstOcke berechnen« Soll aber 
die an berechnende FtSehe nicht bei sondern bei k anftudgen, 
80 muse man YOn dem für a erhaltenen Ausdruck die Fliehe, 
welche derselbe für x*»Ak giebt, subtrahiren oder als eine 
Constanfe mit dem Minus • Zeichen hinzufügen. Wftre a. B. 

A/^ a 4 , so wftre die Fifiehe Mfi» - i\r*'3'+ 2* ^ » 1<^) mithin : 

Setzt man jetzt für a: beliebige Werthe, so erhftlt maa 
jedesmal eine von ^=4, d. h. von der Ordinate fk abgerech- 
nete Flfiche. Setzt mtm = AP = 10', so erhält man die Fläche 
/"äPM = 53 J - iOJ = 42{^a'. Setzt man j? = 4, so kommt 3 = 0, 
weil ja die Fläche für jp»4 anheben ^ also fUr diesen Werth 
von KuU sein soll« 

WiCre y = as* + bx^ + + e die Oleichung einer krummen 
Linie, so wttrdc man auf dieselbe Weise wie yorhin, fbr die 
vom Anfangspunet der Coordinaten aus su berechnende Flfiche 

» die Formel « » a~ +6~ + c — + gefunden haben, 

weil ( Analysis §51) die Summe der n ersten Cubikzahlen 
« — ^ — ^ T + -ir -r Ebenso hesse sich leiait 

4 4 2 4 
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zeigen, daas wenn allsemein y ^ a ■'r hx rr* + • • • + die 
Gleichung einer krummen Linie und m eine ganze Zahl wäre, 
dann iUr die vom Anfangspunct der (Joordinaten aua zu berech- 
ne' x** *^* 
nende Fläche 2, die Formel: is = cur -r 6— c— +• • ♦ 'H-p' 

strenge riehtig Ut. Ferner, wenn die Gleichung einer krummen 
Linie eine solche Function wire, die sioh in eine nach gunsen, 
positiven Potenzen der yerttnderlichen Grösse fortsdireitende 
conTergente Reihe verwandeln lässt, die entsprechende Flfiche 
durch Summation der arithmetischen Reihen bestimmt werden 
küanLe. Wäre z. B. (Aualj^is % 73): 

y = e-=l+* + ^+j^+...- 80 WS«: 

«e^o- ■ — .4 u x«... oder: 

^ 1.2^1.2.3^1. 2.3-4^ 

*-«*-l 



816. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen durch Summation 
«xiälunetischer Reihen bewirkte Quadraturen Aihrten leicht auf 
die nffche liegende Bemeikung, dass man die Flächen aller solcher 
Gurven, deren Gleichang eine ganse Function von » ist, ohne 
Sammation erhalten kann, indem man die gante Fünction mit dem 
Differential der Absdsse multiplidrt und dann iutegrirt. So ist i. B., 

wenn y»MP*+6 ist, die FUfehe s«»J^((m;* +d)i&p»a' y + to, 

ganz wie vorhin. Dies führte nun weiter zu der Fra^e: Kann 
man ^vohl in allen Fällen, wenn y=f{x) die gesonderte, sonst 
beliebige Gleichung einer krummen Linie ist, f(x)'dx als das 
Differential der Fläche und mithin das Integral jf{x)dx als die 
Fläche selbst betrachten? Man fand, dass dies behauptet werden 
darf und hat dafür yersefaiedene Beweise gefunden, Yon denen 
ynt zwei mittiieüen wollen. Den ersten nach der GrennneÜiode, 
den anden nach der Inflnitesimalmethode. 



817. 

Brster Beweis. Kann man das DifTerential (die Fluxion) 
der unbekannten Function einer zu berechnenden yerttnderlit^n 
(fliessenden) GrOfse (Flfi^^ie^ lünie, Körper etc.) Onden, so bat 
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man offenbar durch Integration auch die unbekannte Function selbst. 
Um nun einzusehen, dass das Differential einer von der 

bestimmten Abscisse AP^ — ar^ 
anhebenden und sich bis zu 
der unbestimmt gelassenen Ab- 
scisse AP = a: erstreckenden Fläche 
M„P^ PM = s, gleich ist dem Pro- 
duct aus der End-Ordinate MP=:y 
und dem Differential der Abscisse 
dx^ sei allgemein: 

P = fix) 

die Gleichung*) der krummen Linie. 

Zuvörderst ist nun klar, dass die gesuchte Fläche z durch 
die Abscissen jj^, x völlig bestimmt, also nothwendig irgend eine 
Function von x ist. 

Um, worauf es zunächst ankommt, das Differential dieser 
Function zu ßnden, möge AP = j: sich um PQ = Ajr ändern, wo- 
durch die Fläche z um PQNM «= As wächst. Dieses Wachsthum 
A» lässt sich durch ein Rechteck darstellen, dessen Grundlinie 
= Ax und dessen Höhe eine von den zwischen MP = y und 
NQ = y-fAy liegenden Ordinaten, also=y-f t ist, und wo je 
nachdem die Ordinaten wachsen oder abnehmen, eine positive 
oder negative, jedoch mit Ax zugleich verschwindende Grösse 
ist, 80 dass also die kleine trapezförmige Fläche MPQN = A» 
dargestellt werden kann, durch: 



Aa - (y + ff)Aa7 - [f(x) + £]Aj? 



Hieraus folgt: 



A» 



Lassen wir jetzt, um aus diesen DifferenÄen-Quotienten den 
Differential-Quotienten (die Derivirte von z) zu erhalten, Aj: bis 
zu Null abnehmen, so verschwindet auch e und wir haben: 

dz 



*) Wir setzen hier, wie immer, voraus, dass f{x) und ihre Derivirten 
sowohl für die Endwerthe x^^ als auch für alle dazwischen Hegenden 
Werthe continairlich sind, so wie auch, dass zu jeder Abscisse nur eine Or- 
dinate gehört und kein Zeichenwechsel Statt findet. 
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und lufoTM» wnüAst dai ftagKebe DiflieieBtial der geraehten 
Ilfldke » nimUeh: 

dz " i/^/jT = f{x}*d0ß 
und folglich durch Integration: 



= Jydx ^ j f{x)ds 



Hat man das Integral J /X^rjc/r, welches wir mitF(a:) bezeichnen 
wollen, gefunden, so muss man demselben, wenn es für = ^p^, 
wo es anheben soll, nicht von selbst verschwindet, sondern 
F(j*^) =^ einer constanten Grösse, c. wird, noch dic^^e Coustante 
mit dem umgekehrten Vorzeichen lünzufügen, oder was auf 
dasselbe führt: Ist F(w) die Fonetion, deren Differential *^f{x)dx^ 
so ist auch: 

»-F(^) + c 

Soll nun fUr x^x^ das Integral anheben, ssO sein, so 
muss die Gonstante so beschaffen sein, dass 

0«F(ap<») + c 

also c^— F(j!ro) sein, daher: 

Beispiel 1. Wäre y = j\fX* H- 2 die Qleiohong einer 

kmmmen Linie^ so wäre aa-iV-r— t- 2j?+<J- 

Soll das Integral von x — 0 anheben, so ist die ConsUnte 
(jessO, weil für ^ = 0, aucii a = 0. Soll dagegen das Integral von 
x = 4 anheben , so hat man zur Bestimmung der Constante 

0 S*^ + ^) woraus e » - lOf und man hätte Air die von 

o 

x^ 

W4 anhebende Fläehe: s«^~4.2jp^ 

Beispiel 2. Wäre y « die Gleichung der krummen Linien 
so wäre: 



+ C (i) 

Soll die Fläehe von jp»0 anheben, also für auch i=0 
sein, so hat man: 

0=l+ü («) 
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Subtrahirt man (2) yon (1), so wird die Gourtaote e elinnmit 

und man hat für die von x-O anhebende FlCoihe: 

Die Nothwendigkeit , einem gefundenen Integral eine unbe- 
stimmte Constante hinzuzufügen ^ liegt also einfach darin, damit 
dasselbe ein allgemeines wird und durch richtige Bestimmung 
der Constante, fUr einen beliebigen Werth der yerftnderliohen 
Grosse anheben kann. 

220. 

Um anzudeuten^ dass ein Integral ff{x)(lx für einen be- 
stimmten Werth, Wf,^ der verftnderlichen Grösse anheben und 
dann bis zu einem andern bestiaunten Werth, x^, sich erstrecken 
soll, sehreibt man so: 




und um das Integral innerhalb dieser Grenzen und zu 
bestimmen, sucht man erst das allgemeine Integral, setzt darin 
statt X einrnnl .t^ und dann ,t ^ und subtrahirt das erste Resultat 
von dem zweiten , so dass , wenn F(a7) + c das allgemeine Inte- 
. gral von f(sß)äx bedeutet: 

r>(j?)<te-F(^^)-F(a»J 

Anmerkung. Es ist wohl klar, dass bei allen Integrationen 
innerhalb bestimmt» Qienzen die Constante gleich anfangs weg* 
gelassen werden kann, indem doch immer F(^i)+c-[F(2ro)+c] 

^1i^{x^)-F{xq) ist. 

Sind die Oiensen eines Litegrals angegeben, so ist and heisst 
dasselbe ein bestimmtes Integral. Smd die Grenzen nicht 
angegeben, so ist imd heisst dasselbe ein unbestimmtes 

Integral und muss dann der Allgemeinheil und Vollständigkeit 
halber immer eine willkürliche (unbestimmte) Constante enthal- 
ten, über die man, bestimmter Zwecke halber, verfügen kann. 
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Ein unbestimmtee Integral ist z. B. : 



Ein bestim^ntcs Jiitcunil dii'iegeii ist 



/'III 



— ( 1- ^ .4"^ — • 



Aus diin unbestimmten (allgemeinen) Inlejii-al kann jedes 
bestimmte abgeleitet werden, vorausgesetzt jedoch, dass der 
Factor von dx innerhalb der fraglichen Grenzen stetig ist. 

222. 

• Zweiter Beweis. Um noch zu zeigen, dass man nach 

der Infinitesimalmethode ein bestimmtes Integral | f\x)dx^ als 

die Summe einer uuendlicheu Reihe 
unendlich kleiner Grössen und die 
Integration selbst als eine abge- 
kürzte Summation betrachten kann, 
sei allgemein: 



die gegebene Gleichung einer krum- 
men Linie und die von AP 4, = Xq 
bis AP = X sich erstreckende Fläche M^P^jPM = a gesucht. 
Man denke sich das Stück der Abscissenlinie P^P = — J?« 




in n gleiche Theile getheilt und setze 



X — X 



n 



- = Ax , so sind die 



Abscissen der Theilpuncte P^, P^, P.^ P beziehlich = Xq^ 

Xq+Ax^ X(f + 2AXy XQ-k-{n-\)Ax^ Xq + hAx und die dazu ge- 
hörigen Ordinalen beziehlich = fix^)^ f{X(^+Ax)^ f(Xf,-{-2Ax)- • • 
f[xQ + (n — \ )Ax]^ f{Xff+nAx)^ mithin die Summen Sj und 
der Rechtecke, indem man einmal von der ersten und einmal 
von der letzten Ordinate ausgeht: 

S 1 = f(a^o )'^ + f{^o+Ax)-Ax + + /"[jTo + (n - 1 ) Aar] • Ao; 

B^=f{Xn + Ax)'Ax-i- f{x^ + 2Ax) 'Aj:+ + f{XQ-\'iiAx)'Ax 



Je kleiner nun Ax oder je grösser n ist, je näher kommt 
jede dieser beiden Summen, wovon (im Allgemeinen) die eine zu 



m 

klein, die andere zu gross ist, einer und derselben nicht zu über- 
schreitendeu Grenze, st. Um nun einzuseken^ daas das be^tuumte 

Integral I f(s)dsf gu» dasselbe, wie die em«knte Giense s 

(nämlich für n = oo) ist, sei F(:r) + c das gefundene nnbestimmta 
Integral, so dass F(a?) + f »//(jpjite, mitiun F(ar)iftp«f(»)<laf, so 
hat man (% 46): 

F(d? + Aar) « m + F(«)A» + F'(<c}^+F"(a:)^, + 

1 * iS 1 • ^ • o 

oder, weil mitbin etc. 

P(«+ A«) - F(») -/(«)Ap +f (.».^^ + 

1*21 l*js«o 

oder, wenn man; 

(r-/(*>+ m -i^+n*) • + • • ■ =n:^ 

seilt: 

Seteen wir nan in dieser Fundamental-Gleichung statt x nach 

und nach aJ^, a:^ + Aa;, j;« + ^Ax, ATq + (» - IJAu, 80 kommen 

folgende Gleichungen : ' • ' ;-":>> 

F(*o + - ^"(^«^0 + = Aa^o + ^) • ^ + ««Aar« 
F(aPo + 3Aaf) - F(4iro + 2Ajp) « f (»^ + 2Aaj)» •jA»« 

F|^«o+"^)'-^^o l)Aap^*/i^a?o+(n-l)Aa?^+t«A«^ 

Diese Gleichungen addirt und beachtet, dass auf der linken 
Seite jedes erste Glied einer Gleichung durch das zweite Glied 
der folgenden getilgt wird, hat man: 

F(^^+«Aaf)-F(aJo)=/la?o)-^+/r^o+^)--^+--+/IiPo+(»-^ 

+ («I + «t + *t +• • • ' +*^)^^ 

lBliilMlMl4eok«i^ 
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AuB — ^— ^ s ^ folgt + kAj; — jp, mithiD, wcdh man noch 

+ H + £»»e setzt: 

F(iF)-F(jr^j)-/trro)Aa:+/(jr^+A«).AiS+« •+/laro+('»-l )Aa;].AaH-e^« 

288. 

* Weil BttD, wie angeoommen, F(ä?) + e das aUgemeine Inte- 
gral Yon f{x)dx^ mithin F(jp) - F(j:,J das yod jr^ anhebende und 
«eh bis X erstreckende bestimmte Integral von f{x)dx^ nftmlieh 

- I IXs)äx ist, so sieht man, dass wenn fUr ii eine bestimmte, 

wenn auch noch so L;in-se Zahl, mithin auch eiu bestimmtes, 
wenn auch noch so kloiuea angenommen wird, dooh| strenge 
genommen, keinesweges 

/f{x)iia: =- A^o)^ + A*0 + ^) • Aa? + • • • • + fla:^ + (» - 1 
X» 

gesetzt werden kann, weil rechter Hand das, wenn auch noch 
so kleine Glied, e^^, fehlt. 

Wohl aber kann man sagen, dass fUr ein sehr klehtes be- 
atunmtes Aa? das bestimmte Int^al linker Hand nftherungs- 
weise der Summe rechter Hand gleich ist, indem das fehkode 
Glied eAjr^ dann sehr klein wird, und es ist auch klar, dass die 

Summe einer festen Grenze, nämlich der gesuchten Fläche 5, 
desto näher i^ommt, je grösser man 71, oder je kleiner man Ax 
annimmt. 

Wollte man, um die Grenze zu erreichen, iia:=0 annelimen, 
so würde allerdings eAjp* verschwinden, gleichzeitig aber auch 
alle übrigen Glieder, und das linker Hand stehende Integral 
wäre dann gleich einer Summe Yon lauter absoluten Nullen, was 
ungereimt ist. 

Will man also die, der vielfachen Auwendungen halber ftusseist 
fniehttmre und bequeme unpranglicfae Vorstellung, dass ein In- 
tegral in aller Strenge genommen, eine Summe oder die Grense 
einer Sunome sei, nicht au^beo, so sehen wir uns liier, uid das 

Gesetz der Stetigkeit zu befolgen, wied* nun gezwuiigt-u , auch 
die alte Vorstellung von unendlich kleinen Grössen zuzulassen. 
Denkt man sich dann n unendlich gross, also Aa; utieiidlieh klein 
(ein Klement der Abscissenlinie), welches wir in diesem verschwin- 
denden Zustand mit tlsD^ bezeichnen wollen, so muss, weil 
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ohne völlie: zu verschwinden, nicht mehr kleiner werden kann, 
das nur formell stehende Glied ediD^ weggelaM«ii werden (§ 61)) 
md mm hat dann wiikÜeh: 



So anfgefasBt, ist da« bestimmte Integral gleich def Summe 
aller stetig auf einander folgenden Di&rentialea (Blenente). 

Anmerkung, tfan wird hiebei, als f&r die Folg:e wich- 
tig und mit dem L ei bnit zischen Gedankengang vollkommen 
harmonirend, nicht unbemerkt lassen, dass in dem Integral 

Jf{»)d9^ als Summe betrachtet, die nntere Grense mit ein» 

geschlossen^ die obere aber ausgeschlossen ist, weil 
f(XQ)*ii^ das erste und flXf^^\-{n-l)ää^}^dx^ oder kürzer ge- 
schrieben : f(a — da!) • äx das letzte der stetig auf einander 
folgenden, unendlich schmalen Rechtecke (Elemente) ist. 

224. 

* Dass überhaupt ganz allgemein jedes Integral innerhalb 
mttglicher Grenzen j f{3&)'dx^ auf welche Grösse es sieh auch 

beziehen möge (Länge, Fläche, Volumen, Zeit, Kraft etc.) immer 
als Summe einer unendlichen Anzahl oontinuirlieh auf einander 
folgenden Differentiale und die bewirkte Integration als eine 
abgekürzte Summation oder Zusammenfassung der Elemente 
betrachtet werden kann, Iftsst sich auch ohne Figur, rein ana- 
lytisch und kttraer so zeigen: 

Ist nömMeh J/(^j ^ !? («), aUo /*(*) (is: = ^{ß) - J^(«o) 

imd Ibiglich, Indem man ersteren Ausdruck wieder differentührt, 

f{x)dx = ¥'{j-)dx, mithin F'(a;}=/*(jr), so giebt uns die Taylor- 
sehe Reihe (§ 4G) nämlich: 

wenn wir darin, um das Gesetz des stetigen Wachsens aus- 
zudrücken, AdT unendlich klein denken: ^^{w)-^B\x)da 
(S 61^ oder wieU F(dr)»/(4)): 

F(ar + dx) = F(aj) + fix) dx 

Denken wir uns in dieser FmidanieBiaJskiiohttng statt iP« die 

15* 



Digitized by Google 



228 



innerhalb des Inlervalls x — Wq der bezeichneten Grenzen 
und X consecutiv auf einander folgenden Werthe x^^^ S(^ + dx^ 

x^-^^dx-i (n- 1 ) (ix gesetzt, wo alao « ■» ao , ao eflialtea 

wir die folgenden unsfthlbareii Gleiehongen: 

F(#e + Mr) « F(«^ 2dk) -I- A^^o M^häs 



Addifen wir alle diese Oleieliiuigeii und beachten, daae (filr 
««od) «o4>fNb?»«, to ist: 

F(a!) ~ F(j?ö) «- /(ar<>) «(b 4- f(a^ '^tkt)ds+ f{x^ + %dx) dx+ 



Wir können also in allen Fällen jedes bestimmte Integral 



f{x)dx^ oder den durch Integration dafUr gefundenen Aas* 



druck F(a;)-F(^(^) immer als die Summe oder Accumulation 
der unendlich yielen, in einem ununterbrochenen Flnas auf ein- 
ander folgenden Differentiale A^o)^' f{S^^ds)dx eto« be- 
trachten. In dieser wahrhaft schöpferischen Leibnitz^schen 
Methode liegt der eigentlidie Zauber der Inflnitesimal-Rechinnig. 

Da nun, wie schon $ 71 angedeutet, in sehr vielen FSUen 
die allgememt Dilierential-Function , «1. i. die Grösse unter dem 
Integrfllyeichen durch unmittelbare Betrachtung der Umstände 
erkannt werden kann, so sieht nmn hier schon, viel deutlicher 
aber noch in der höhern Mechanik, den glänzenden Sieg der 
Leibnitz'schen Infinitesimalmethode über die schwerfKUige und 
nicht so klare Grenxmethode. Dass z. B. bei Bestimmung der 
FUtehe emer krummen Linie, deren Gleicbung f^f(s)^ die 
Ordinate d. i« f{w) mit dem Differential der AbsciBBe multi- 
plicirt) nAmlich f{x) dsB die allgemeine DilEeiential-Function der 
Fliehe ist, seigt auf ans^uliehe Weise ein Blick a»f die Figur. 



225. 

Aufgabe 1. Die Parabel zu quadriren, deren Gleichung: 
Auflösung* Han hat hier: 



1{Xq -f iidx) = Ffxo + (« - 1) ^te] ■{•flxQ + (n - l)rfar]«/ür 
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Soll die Flfiche vom Scheitel anheben, alflo itbr ^»0 auch 
«eO iein, 80 ist ^«0, daher: 

Anmerkung, Man kann anoh, wenn es unter UmslindeB 
l^ehter ist, so redinen: 

Aus der Gleiehuag der Parabel folgt: ifo»^^, mithin hat 

mao auch, alles durch y ausgedruckt: 



wo, wenn das Integral im Scheitel anheben soll, keine ConsUnte 
nöthig ist, indem für y « 0, von selbst auch ««0 ist. 

Aufgabe 2. Die Fläche der Ellipse au finden, deren Gleichung: 

Auflösung. Man hat hier: 

»•-j^J*V^a«-iP»*db?, oder: 

Das Integral kann man auf TOfsdiiedene Weise finden: 

1. Oauchy setat: |^a*-a?*«to, woraus j-^l« ' 
Ist ($ 201): 
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und wenn für t sein Werth ' ' eurHekgesetzt wird: 

«ff 

Soll die Fläche bei CD aoheben, also liir x='0 auch s = 0 
aeio, so hat man, weil arc (tg = oo ) » 

Dieae Gleichuug won voriger sufalrshirt (f 218, Beispiel 2): 

z:=i~a: + iab - arc tg i^^f!) 

Ist, iin ersieu Quadranten , die taugente eines Bogeus 

^ , so ist, wie leicht einzusehen, die tangente dea 

s ■ 

Bogens der ersteren zu einem ganzen Quadranten ergänzt, 
,/ ,s 80 dass also.: 



arc tff arote J;l5!z£! .iL 
arctg— f= = ZL.ar«teÜÜE^ 



Dies substituii^, ist aileb: 



g = V^a**-4P*^'i-ia6arctg . 

oder auch (Trigon. % 100, 5): 

6 ^ 

«»^._^V^a3-.jra^}a5 axcain — (i) 

a a 

Man kann also ein und dasselbe Integral oilmals unter rer- 
tchiedenen Formen darstellen. Man fafttte statt des sinus aadi 
den Cosinus oder die eotangente hineinbringen können. 

2. Um das Integral : 

IQ finden, kann man auch so verfkhren: 
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2SI 

IfBn «etie: m^^atm^^ Biithia da»aeotf*4ifi io ut: 

ab J y/Ajp und ($ 210) 

(cos 2y + Ijlljf» 

/sin 2a) , \ 

Aus der ADuahme : a sin y = o?, folgt, dass fUr - 0 auch 

»s'O und lUr d?»a, y = ^ ut. Soll demnaeli da« Integral yon 

^«0, also auch von ^ = 0 anfangen ^ so ist keine Ck>n8tante 
nötliig. Soll das Integral dann hia a^a genommen werden, so 
muss man ^^in setzen. In ZeteKen: 

f i/a» - a? • • di» « lö6 r (cos 2a) + 1 )dip 

Will man in dem gefundenen Integral : 

»«4ö&(^^^ + Sp)' («) 

den Bogen 9 wieder durch ausdrüeken, so folgt aus a siny^jg, 
dass ««aicsin — und aus sinys?---, dass cosy« > 

Es ist daher wie vorhin: 

<5 = jA^V^d« - oj* + Joft-arcsin-^ 

Für X = 0 ist » = ü. Setzt man a? = 4a, so hat man 

oV3 oft TT getotmanaj = fl,aohatm«adeniriertenTheü 

* 8 2 6 

der Ellipse ««4a6*iir. I>ie Fl&che der ganzen Ellipse ist also: 

Anmerku n g. Setst man in dem fdr « 0 verschwindenden 
Integral (1) j?--a, oder was dasselbe ist, m dem für y«0 
verschwindenden Integral (2), y ^ - ^tt, so erbttt man die Flache 
des Quadranten ACD, jedoch negativ (^^|a&ir). Dies ist gaos 
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natOrlieh) wenn inaii du Integral ak Sumne betiMhiet) iBdem 

dann in der allgemeinen SummaüODsformel {^"224)^ f{x)dSi fUr 

positive Ordinaten, alle Glieder rechter Hand, wegen des^ nega- 
tiyen Faetors — <tr, negativ werden. Integriii man aber von 

af 8= — a bis x = 0, oder von 9 = — ^/j; bis y » 0, so erhält man 
dieselbe Fläche positiv. Integrirt man von x ■-- — a bis ^ = + a, 
oder von if=^—\n bis y = + ^tt, so erhält man die halbe Ellipse, 
in 2ieichen: 

— J S/a'^ - x^äx^^ab 1 (cos 2y + IJrfy « iat/r* 

Dies (nämlich das Integral als Summe betrachtet) lehrt zu- 
gleich auch, dass man den zu einer trigonometrischen, positiven 
oder negativen Function gehörigen Bogi'n stets in der kürze- 
sten positiven oder negativen Drehung nehmen muss und dass 
der Bogen hier nur als Zahlgrösse in Betraoht kommt. 

227. 

Aufgabe 8. Die Hyperbel au quadriren, deren Gkiehnng; 
Auflösung. Man hat hier: 

SetsEe t/!a?»-a«=ljr* also « , ^* > so ist: 

1 — I* 



6 



2a 
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Soll die Fliehe ftr x«a (im Scheitel B) anheben, ao iit 
keine Ck^nstante ndthig, weil das Integral Air 49« • von aelbat 
yenehwindet. 

Anmerkunp:. Zieht man vom Mittelpunct C nach dem £nd- 
punct M der Ordinate MP»^, die Grade CM, so ist die Seotor- 
flllcbe: 

MCBa^a^ — a, oder 

Wird - 00 , so wird CM zur Asymptote und man sieht, das» 
die zwischen der Aqrmptole und dem Hyperbelaat liegende Fläche 
onendlich wird. 

Aufgabe 4. Die Quadratur der Hyperbel m finden, deren 
Asymptoten'Gleichnng : 

Aufldaang. Es ist hier: 

» = o* I — 
J m 

» = o* ia? + c 

SoH die Fläche bei A anheben, also fllr dP^O aneh smO aeltt, 
80 ist, w^ 10»-«. 

0— -00 +C 

dubtrahirt man diese Gleichung TOn der vorheigehenden, so ist: . 

»-ö«/jr-f OD (1) 

Man sieht hier, dass die Constante auch unendlich sein kann. 
Soll die Fläche sich von »«0 bis AP»«^ erstrecken, so ist: 

a-q'^Ixq + op («) 

Für dT« » 0 ist a » 0; Ittr s 1 ist a» 00 . £s istalso, was 
wir schon aus vorhergehendem f wissen, die swischen der Asymp- 
tote Ay nnd dem unendlidien Hjperbelast liegende Fläche nn< 
endlich gross. Will man die Fläche yon AP bis AP « ^ 
heben, so ist (2) von (1) snbiraliirt: 
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229. 




Auflösung. Die Ordinatenachse so- 
wohl, als die positive Seite der Abscissen- 
achse sind Asymptoten. Für die, oberhalb 
der Abscissenachse (für positive Ordinalen) 
liegende Fläche hat man hier: 



Aufgabe 5. Die Linie zn quadriren, 

deren Gleichung: 



4 




Soll die Fläche von x = 0 anheben, so braucht keine Con- 
ßtante hinzugefügt zu werden , weil das Integral für x = 0 von 
selbst verschwindet. 

Nimmt man hier z.B. jr=9'«=APQ, so wird s 24D'. 

Es seheint ungereimt zu sein, eine Fläche, die sich in's Un- 
endliche erstreckt (nicht völlig begrenzt ist), berechnen zu wollen. 
Die Möglichkeit ergiebt sich jedoch, wenn man die Sache aus 
folgendem Gesichtspunct betrachtet: Man denke sich auf der 
Asymptote AY gleiche Stücke abgesteckt, AB = BC = CD = etc., 
80 bilden hier die unzähligen Flächenstücke ABM^^P^^, BCKM^^ 
etc. eine unendliche, aber convergente Reihe, deren Summe genau 
s= 24D' ist. Dies war vorhin bei der Hyperbel (§ 228) nicht der 
Fall, wie es auch hier für die andere Asymptote AX nicht der 
Fall ist: denn für a:= oo ist auch a = oo . Dass sich die krumme 
Linie der Ordinatenachse viel rascher nähert, als der Abscissen- 
achse, folgt aus ihrer Gleichung, die man auch so schreiben 



Aufgabe 6. Die Quadratur der Exponentiallinie zu finden, 
deren Gleichung: 



kann: j; = — (§ 77). 



230. 
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Auflösung. Es ist hier: j» = 



e'rfjF, oder: 



Soll die Fläche bei A anheben, so muss l ur jo = 0 auch » « 0 
ieio. Die6 i^iebt uur BesUmmuiig der CoQstaute: 



Setet UM 09»- OD, «o findet man die mliAei dwAajmp" 
tote, Ordinate AB und dem unendliehea Ciirrwait Begea d» 

FUebe als eine endllbhe GrOsse, jedoch negativ, almliak«i«->lQ 

(I 226, Anmerkung). 

lotegrirt man von x = — oo bis ^ 0, in Zeichen : 



80 erhält man dieselbe Flüche positiv, nämlich: Das« 
gelbe erhält man fUr die Exponentiallinie ys^« und Air das 
bestimmte Integral: 



0»l + e 



Mithin (2) von (!) subtrahirt; 





881. 



Aufgabe 7. Die Cyelaide zn quadriren. 
AufldBang* l&iiblge | lb(S ha4 man: 



» = r2 (1$ - 2sia(» + Jsin 2^). 
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Soll das Integral von x = 0 oder 6 = 0 anheben, so ist keine 
Constante nöthig. Setzt man d = 271 , so hat man die ganze 
Fläche der Cjcloide, nämlich: 

a = 3r«7r 

Die Fläche der Cycloide ist also just dreimal so gross, als 
die Fläche des Erzeugungskreises. 



232. 

Aufgabe 8. Die Hypocycloide zu 
quadriren, deren Gleichung y§ + a?5 = l. 
oder: 




Auflösung. Es ist: 



oder, wenn man, nach Cauchy, 
^-sin'9, mithin äx^Ssin^Bcosddß setzt, so ist auch: 

a = 8j sin^ö cos^örfö 

» = 3 I (cos*ö - C08«ö) de und (§ 210) 

,,3. I (*^««4ö + 4cos2ö + * 

^-(iV5086Ö+-rVcos4ö + 14cos2Ö +^)) 




0 



Anmerkung. Man sieht hier (und in ähnlichen Fällen) 
leicht ein, dass man für die angegebenen Grenzen, von der 
Entwickelung der Potenzen cos*ö, cos^ö, nur die constanteu 
Glieder J — -Är = TV multipliciren und zu integriren 

braucht, indem die Integrale aller übrigen Glieder lauter sinus 
von graden Vielfachen von 6 geben, welche deshalb, sowohl 
für ö = 0, als auch für B^\n doch verschwinden. Das gesuchte 

TT 

Integral ist also mithin die ganze Fläche für alle vier 

Quadranten: js^f/i. 
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233. 

Man muss bei jeder Quadratur einer krummen Linie, wenn 
man keine negativen Flächen gestatten will, den Lauf der Linie 
kennen, namentlich ob und wo sie die Abscissenlinie schneidet. 
Denn sind die Ordinalen negativ, so müssen, vermöge der all- 
gemeinen Summationsformel (§ 223), für positive Abscissen alle 
Factoren von dx negativ werden. Man muss deshalb jedes 
oberhalb und unterhalb der Abscissenachse liegende Flächenstück 
besonders berechnen, also von Durchschnittspunct zu Durch- 
schnittspunct integriren, die mit dem Minus - Zeichen behafteten 
Flächenstücke als positiv betrachten und alles addiren. 



A 



234. 



Aufgabe 9. Die parabolische Linie zu quadriren, deren 
Gleichung : 

y = x^-^x'^ + nx-\'o 

Auflösung. Diese Gleichung läast 
sich (die rechte Seite in Factoren zer- 
legt, Anal. § nc) auch so schreiben: 

y = {x-\){x-Z) {x-b) 

Aus dieser Form erkennt man nun 
leichter, dass für alle Werthe von x 
zwischen 0 und 1 die Ordinalen ne« 
gativ, zwischen 1 und 3 positiv, zwischen 3 und 5 negativ und 
für 1, 3, 5 Null sind. 

Soll nun die Fläche von x=\ bis x = h berechnet werden, 
in Zeichen: 

z = I ydx 

J x=l 

80 muss man, des § 233 beregten Umstandes halber, das Integral 
hier in zwei Theile zerlegen und so schreiben: 




yäx-\-\ yd. 
Weil nun das allgemeine Litegral: 



5 

'x 



X* 23 
» = --^3«» +---x^-l5x+c 

4 



« 
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so ist für 35 = 1 , a, = — nj -f c i für ar = 3 ist — 2 J + c , mit- 
hin das von = 1 bis a; = 3 oberhalb der Abscissenlinie liegende 
Flächenstück — * =; 4\j. 

Setzt man :r = 5 , so ist 9, » - 6} -f c , mithin das unterhalb 
liegende Flächenstück = - = — 4D. Es ist mithin ($ 238) 
die arithmetische Summe beider Flächen z = SQ. 

Hätte man den Lauf der krummen Linie nicht berücksichtigt 
und das Integral rein arithmetisch von x=\ bis a:=5 genom- 
men, 80 hätte man » = 0 erhalten. 



235. 

Aufgabe 10. Die logarithmische Linie zu quadriren, deren 
Gleichung: 

Auflösung. Man hat hier: 

* = aj Ixdx und (§ 20 1 ) 

« = axlx — flU7 + c 

Soll die Fläche von x = 0 anheben, to iit die Cooiteiite 

C-0 (5 84), daher: 

z = ax{lx — \ ) 

Von J7 = 0 bis = 1 ist die Fläche eine endliche Grösse, 
jedoch wegen der negativen Ordinaten, mit dem Minns - Zeichen 
behaftet, = — a. 



Um schliesslich auch noch Polarcurven zu quadriren, kommt 
es zunächst darauf an, aus der Gleichung der Polarcurven einen 
Ausdruck für das Differential der Fläche zu finden. 

Sei zu dem Ende die Gleichung der 
^^BHjH^^^^ Polarcurve ganz allgemein: 



Lässt mau den mit der Längeneinheit 
beschriebenen Bogen mn = 6 um no - 
wachsen, so wächst der radius vector r um 



Gc 



KQ = Ar *) und es hl der mit AM = r beschriebene Kreisbogen 
fi^ = rAÖ. Nimmt man sehr klein, so kann ninii nüherungs- 
weise AMN als ein Dreieck betrachten, worin AN ^ r + Ar die 
Grundlinie und MQ = rAÖ die Höhe ist, und es ist daou J3Mher 
ruQgsweise das Wachsthum der Fläche: 

A» = i/ AÖir ^ Ar) 
As = ir^AÖ 4- irArAÖ 

^ = ir^+irA/' 

Lässt man nun, um aus diesem Diflrerenzen-<^uotienten den 
Differential-Quotienten (die Derivirte von z) zu erhalten, Aö bis 
EU 0 conyergiren, so verschwindet gleichseitig Ar»iÜAd+^A^^+- 
und wir haben dann: 

de ^ 

• Nach der Infinitesimalmethode ist in dem unendlich kleinen 
Sector AMN, sogleich AN - r + f/r, no (W^ MQ = r dd (§ 67), 
und weil iu ^rdB{r '{•dr) die Infiniteaimalgrösse dr gegen die 
endliche Grösse r oder auch \rdBdr gegen .^r^rfö verschwindet, 
80 leuchtet unmittelbar ein, das» ^r'^dd = ^{fß)^'d$ das allge- 
meine Differential der zu bestimmenden Fläche ist, und dass hier 
gans dieselben Schlüsse Btatt finden, wie i 224. Ist nämlich 

das allgemeine Integral 1 i(fB)^'d$ ^ ¥($) + -e, mithia 
re ^ 

I ^(/l9)Bd0n.F(0)-F(0o) iW^'^H^h 80 kann man hier 
ganz so wie in $ 224 das bestimmte Integral 1 i(ß)^-dBy d. fa« 

J Oo 

den durch Integration dafür gefundenen Ausdruck ¥(6) — ¥{9^) 
Summe der in dem Intervall 0 — 6^ stetig auf einander fol- 
genden Dilferentiale i(/Öo)*^'ö, • dß^ i[/"(öo+ 2^/ö)]«^iÖ 
etc. betrachten. 



*) Es tora mit wadiseodm 0 der SailiVB reelor aaeh abnehmen und 
At DCjgatiT sein. 
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Aufgabe. Die Archimedische Spirale zu (^uadnren, deren 
OleichHng: 



271 



Auf lö sang. Man hat hier: 



» = i 



Boll das Integral von $»Q anheben, so ist keine Constante 
nOthig. 

Für eme halbe Umdiehnng (9 » ir) ist s — • tt (S. Flgiir, 
höhere Geometrie % 96). 

Für eine ganze Umdrehung {$='2n) ist x^-^/r. 

9 

Man kann auch so rechnen 225, Anmerkg.): Aus r » ^6 
2n 

folgt: dB — "^^^^y mithin ist auch: 

» = — r* 

wo keine Constante nöthig ist, wenn die Fläche von r = 0 an- 
heben soll. 



Anmerkung ]. Bei der iweiften sollen Rovelntion besdirelbi 
der Radin« Tector, der im Anftng a ist und am finde der- 
selben ^ 2(1 wird, die Fläche der ersten völligen Revolution 

offenbar uuIh Neue wieder, und so in der Folge. Um also die 
einfache Flache zu erhalten, welche nach m Revolutionen be- 
echrieben worden (zwischen den m Windungen enthalten ist) 
hat man: 
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OTTV (m- 1)271 0 J (»-!)• 

Für m=l, 2, 3 ist z = \a'^n^ 2ia^7r, 8ja«7r etc. 

Anmerkung 2. Will man die Fläche (Spire) haben, welche 
zwischen der mten und m+lten Windung enthalten ist, so braucht 
man offenbar nur die Fläche von m Revolutionen von der von 
m+1 zu subtrahiren. Man hat dann nach vorhergehender Formel: 

Die zwischen der Istcn und -iten Windung (rn = l) enthaltene 
Fläche ist hiernach =2fl^7r, und die zwischen der raten und 
m+lten AViudung enthaltene Fläche ist, wie schon Archimed 
gefunden, just rn mal so gross, als die Fläche, welche zwischen 
der Isten und 2ten Windung enthalten ist. 

238. 

Aufgabe 1. Die Fläche der vierschlingigen Linie zu finden, 
deren Gleichung (s. Fig. höh. Geom. § 77) : 

r = a'8in2ö 

Aufgabe 2. Die Fläche der Cardioide zu finden, deren 
Gleichung (s. Fig. höh. Geom. § 65): ^ 

r= 2a(l + cosö) = 4o- co8*lö 

Aufgabe 3. Die Schlinge des Cartesianischen Blattes zu 
quadriren, dessen Gleichung (s. Fig. höh. Geom. § 79): 

_ 3a • sinö • cosö _ 3a-tgÖ 
" Im^öTcös^ ~ ( 1 + tg« ö) . cos ö 

Auflösung 1. Es ist für alle vier Schleifen (5 210): 

Auflösung 2. Es ist ($ 210): 

z => 6a^7r 

Auflösung 3. Man findet, tge = u gesetzt (§ 199, 2): 

Lüb»en, Infinitesimal-SechnuDg. \a 
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239. 

* Wir haben in § 223 nach der Infinitesimalmethode die 
Fläche einer Orthogonalcurve als aus Elementar-Rechtecken zu- 
sammengefügt, fingirt, bei denen nur die eine Dimension, die 
Grundlinie äx-) unendlich klein, folglich jedes Element ein unend- 
lich Kleines erster Ordnung ist und sie durch Integral-Rechnung 
summirt. Nach derselben Methode kann mau die ganze Fläche 
aber auch als aus Elementar-Rechtecken zusammengesetzt fingiren, 
bei welchen sowohl Grundlinie als Höhe unendlich klein und 
mithin jede Elementarfläche ein unendlich Kleines zweiter Ord- 
nung ist. Ebenso kann man einen Körper aus graden Prismen 
zusammengesetzt fingiren, deren Länge, Breite und Höhe unend- 
lich klein, folglich jeder Elementarkörper ein unendlich Kleines 
dritter Ordnung ist. Da nun diese Betrachtungsweise auf soge- 
nannte Doppel- und Dreifach - Integrale führt und dieselbeu in 
der Anwendung der Integral-Rechnung, namentlich auf Mechanik 
und Physik, nicht zu vermeiden sind, so wollen wir hier ver- 
suchen, den Anfänger durch leichte geometrische Beispiele auf 
diese subtile Sache vorzubereiten. (Vergl. § 65.) 

240. 

* Man kann das Differential eines Rechtecks, AD, darstellen 
durch : 

und sich das ganze Rechteck als aus 
solchen Elementarrechtecken bestehend 
denken, wo Grundlinie und Höhe, dx, 
dy^ beide unendlich klein sind. 

Um nun anzudeuten, dass diese 
Elementarflächen erstlich in der Aus- 
dehnung von A nach C, d. i. von 
y = 0 bis y = h und dann die erhaltene unendlich schmale Schichte 
AC in der Ausdehnung von A nach B, d. i. von x = 0 bis = 6 
genommen werden soll, bedürfen wir zweier Summen- oder 
Integralzeichen. Man schreibt nämlich so: 

2 = 1 I tixdy 

J J=oJ y=0 

Und um dieses zweifache oder Doppel - Integral zu fmden, inte- 
grireu wir erst in Bezug auf y, dann ist : 
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J 0 J Ja 
Wird dies erste Integral, wie gefordert, von y=0 bis y — h 
geDommen, wouaoh die Ck)iistante c überflUsaig ist, so hat man: 



Unter dem zweiten Lttegralzeiehen ' steht jetzt das unendlich 
schmale ReehtedL AG. Integriren wir jeUt in Bj^:iM^|^d 
iwar ron jp»0 bis «»6, so ist richtig: 



Anmerkung. Weil iu vorstellendem Beispiel x und |/ nicht 
von einander abhft'neen, so hätte man auch in umgekehrter Ord- 
nung, erst iu Bezug auf x und dann in Bezug auf integriren 
können. Wäre aber y von x, folglieh auch das Wneli'^thum- 
bestreben der Ordinate, nämlich dy von x abhängig (§ 62), und 
also auch in den Elementar-Reehtecken «Kv, 4y keineswegs gleich 
gross, so muss man nothwendig erst in Bezug auf die abhängige 
Örösse integriren. Wollte man z. B, nach obiger Formel 
d*™dsß*dy^ die FlAehe des Dreiecks ABD berechnen, so ist die 
Gleichung der graden Linie AD: 

h 



dann ist: z« 



f' I ^dxdy= ('dx i "rfjf = i ydx 

J 0 J 0 J'O «/ 0 J 0 



Da nun hier y von a: abhängt, eine Function von x ist, so 
iiiuds man diese statt y substituiren. Diese erste Integration giebt 
uns ein von mn =y, also aueh mittelbar von An^S-^ abhängendes 
unendlich kleines Kechteck mn, nämlich: 



ob b Jo 



Integrirt man jetzt in Bezug auf x^ so ist: 

Nimmt man dies Integral von x^O bis ^»5, so ist: 

z ibh. 

16^ 
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* In Betreff der Polarcurven kann man das Differential der 
Fläche, statt durch ein unendlich Kleines erster Ordnung, näm- 
lich durch ein Dreieck, dessen Höhe unendlich klein ist, auch 
folgendermaassen durch ein unendlich Kleines zweiter Ordnung 
ausdrücken. 



/ /rn 




Es sei A der Pol, AM, AN zwei Leitstrahlen, 
die den, mit der Einheit beschriebenen unend- 
lich kleinen Bogen dB zwischen sich fassen. 
Ferner sei Am = ^, also mn- q' dB\ femer 
mm = dq^ dann ist die unendlich kleine als 
Rechteck zu betrachtende Elementar-Fläche 
mm'nn das Differential und - qdf) • dg. Mithin : 



Man integrirt nun erst in Bezug auf q von ^ = 0 bis q = r. 
Ist dann r eine Function von Ö, so muss diese statt r gesetzt, 
und dann in Bezug auf B integrirt werden. 

Die erste Integration giebt uns die Summe aller in der Rich- 
tung des Leitstrahls vom Pol bis an die krumme Linie auf ein- 
ander folgenden Elemente, welche zusammen ein Dreieck bilden, 
dessen Grundlinie =r und dessen Höhe —rdS^ nämlich wie in §236 : 

a= j ir-rdS. 



Wollte man nach dieser Formel z. B. den Inhalt eines Kreises 
berechnen, dessen Radius = a, so hat mau, weil hier a von B 
unabhängig ist: 



J'2 
0 



7n 
dB 
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Sechszehntes Bach. 



Kectification krummer Linien. 



Bei der Berechnung irgend eines Quantums (Fläche, Linie, Vo- 
lumen etc.) kommt es, wie schon bemerkt, zinuichst immer nur 
darauf an, das DiiTerential der zu berechnendeD Grösse zu flnden, 
um dami dureh Integration die GrOsae selbst su haben. Die In- 
tegration kann man in solchem Falle immer als eine Summation 
betrachten, das Differential aber findet man entweder nach der 
Grenzmethode (indem man erst die Deriyirte sucht) oder direct 
und bequemer nach der Infinitesimalmethode. 

Wir haben beiderlei Wege im Vorhergehenden so umständ- 
lich bezeichnet, dass wir es in methodiBchei* Hinsicht jetzt für 
besser halten, den Anliinger zum Gel)rnuch seiner ciacucn Kraft 
aufzufordern. Denn etwas ganz anderes ist es, die Iidinitesimal- 
Bechnung selbstständig anzuwenden, was eigenes Nachdenken 
erfordert, als sie bloss zu verstehen. Wir wollen zu dem Ende 
das, was gefunden werden soll, in Aufgaben lüeiden, damit der 
AnfKnger erst selbst über die Lösung nachsinnen kann. 

m 

Aufgabe ]. Es sei allgemein: 

die Gleichung einer krummen Linie. Man 
sucht eine Formel , nach welcher man 
die Länge eines Bogens Mf)M=«, dessen 
Endpuncts - Abscissen AP^ «= Xq und 
AV=^x gegeben sind, berechnen kann. 

Auflösung. Um zuerst das Differen- 
tial des Bogens « zu finden, lassen wir 
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die Abscisse AP = a; um PQ =^ Aj? wachsen ^ alsdann wachst die 
Ordinate MP*y um NK = Ay und der Bogen M^M=# uui MN = Aj. 
Ks ist nuQ MN>M und ä[l^<MT + M', oder, weil die 

Sehne MN =^ V^ÄjcH^* = Ax\/n-^^ und (weil KT = Ao; - tg ^ 
BAd7'^ ist) so ist: 



Ay 



2 



Ad? ▼ Aaf« 

Ajt ^ dx* dx A^ 

Lausen wir jetzt Ajr bis eu Null ooiiye]^;iFettf so werden beide 
Ausdrücke (swtsehen welehen die Derivirte liegt) gleich, und es ist: 

* Weil ein unendlich kleiner Bogen mit seiner Sehne genau 
KusammenftUt, *) so hat man aus dem characteristischen Dreieck 
für das Differential des Bogens unmittelbar ($ 70): 



*) Dem § 66 dafUr angegribema Onmde fBgen wir hier noch VtHgeudtB 
hinsQ : Denkt man sidi eine beliebig gebrocbene Linie durch die Bewegung 

eines Puncto beschrieben, so treten hiebd »wwerlei Vorstellungen auf: 1) die 
rein progressive oder gradlinig^te Beweguncf und 2) Richtungsändening. 
Denken wir uns, statt des beschreibenden ^eointirifichen Puncts . ■weil, als 
Nc^aütjij, ganz übjectlos und für sich allein «^ar idcht vorstcllbar, das 
untheilbarc Element einer gradeu Lüne, so kann dieses, der Uiitlieilbarkeit 
halber, ebenso wenig eine ßiditung angeben, als ein sogaiannter geome- 
trlicher Punct oder eine Kugel. Soll nun dieses Element sieh bewogen, so 
muss es nach dem Gesetze der Stetigkeit zuent nothweadig rem pcoigresdv 
In die Stelle eines umnitftelbar anhcgendea untfaeSlbaren BleaMals kommen. 
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Sabstitoirt man hierin das von w abhängige Waehstiiumbe* 
stieben der Ordinate, dy^f'x'dx^ so ist: 

Hier tinden nun wieder dieselben Schlüsse Statt, wie $ 224. 
Die auf einander folgenden, ihrer verschiedenen Lage halber^ 
aber aueh hier Jieineswegea gleiehen Difoentiale des Bogen« 
eind oCmlieh: 

ete. 



244. 

Aufgabe 2* Die Parabel zu reetifieiren, deren Gleichung: 

y^=px 

Auflösung, Man hat hier 2ydy » pdx^ woraus: 

ax 2jf dx!^ 4w 

Setst man nach Cauchy y/n-^= 1, so ist: und 

s = ^t'ds = ix --^X'ät 

s » te -ip I also (t 206, 8): 



und wir iiaben jetzt eine unendlich kleine grade Linie. Bei weiterer Bewe- 
gung fautn nun das Element sane Richtang bedeutend oder auch wenig 
Badem (Spitsen, Scfanabd, Wendnngspancte etc.)* Soll also das untheilbsr 
gedaehte Element eine krommelinie beschreiben, so mnss, damit es «us der 
Stdle kommen kann, die progressive Bewegung der BkbtongsKndemng 
nothwendig vorbeigehen und wir könn^, in die Leibnitz'sche Anschauungs- 
weise eingehend, eine knimme Linie unmi^lich anders, als ein Yieieck von 
QnaidUch vielen nnendlich kleinen Seiten definiran. 
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4* ' 

Soll das Integral im Scheitel anheben, so ist keine Constante 
nöthig, indem es für x-=i) von selbst yersohwindet. Dies folgt 
aus (( 80), oder auch aus: 



Anmerkung. Man kann auch, wenn es leichtere Recbnmig 
giebt, alles durch y ausdrucken. Aus: 

-pa folgt: 
2ydy»pd»^ also: 

^ELs-^ und ds^~'dsi 

Setze V/>* + 4y« = 2<y, so ist = und 

wobei keine Constante nöthig ist, wenn das Integral im Scheitel 
(y-0) anheben soll. 



Aufgabe 3. Die Cycloide zu rectificiren. 
Auflösung. Die Gleichungen dieser Linie sind ({ 156): 

d?«rö — rsinö rfa: = r(l — cosöj^/ö 

ite« + rfy« 2r« (1 - eoaeyt^* 

rf^« -^4r« sin« mithin: 
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= 8r. 



Soll di|8 Integral für 9 « 0 yenoliwinden (anheben)) so 
es4r sdn, daher: 

« « 4 K 1 - oo> M « ain« 4« 

Setzt man ^ = 27r, so ist die Länge der ganzen Cjcloide 

Aufgabe. Die Hypocjcloide zu rectificiren, deren Gleichung 
(8. Fig. S232): 

Auflösung. Man setze x — ama^ so ist •= a cos' 0 und 
ds ^ ^asiu2ßäd. Mithin fiir alle vier Quadranten. 

8in2tf*«f9 = 6a. 




M6. 

Aufgabe 4* Die Kettenlinie so rec- 
tifldrea. Ihr« Gleidumg ut: 



2 



Auflösung. Man hat hier: 



t «= I - — rr da: 



2 



2 



Die Länge eines Boj^ens, BM, dieser Linie lässt sieh also genau 
durch eine grade Linie darstellen (rectificiren)« Steckt man 
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nftmlieb die End-Ordiotite MP^jf, als Hypotenuse, von B nach 
D ab, 80 ist AD = V'y « -a" = BM. Denn: 

M7. 

Aufgabe ö. Die logarithmisclie Idiiie wa reeüflcireti* Ihre 
Gleiehnng ist: 

Auflösung. Hier ist: 

# 

Man setze 1 + ^ », so ist x 



t»«0*-a r , und (1207, 1) 

Soll das Integral Ton ^-0 anheben, so ist die hlnEnsa-' 
ftigende Constante e^co. 

Aufgabe 6. Ks ist eine krumme Idnie durch Polar- 
Cioordinaten gegeben, nfimlich aJlgemein: 

Man sucht eine allgemeine Formel, nach welcher man die 
Länge eines bestimmten Bogens berechnen kann. (Fig. $ 236.) 

Auflösung. Das Differential des Bogens M^Ms« ist hier 
offenbar: dB^^dr* +r*ri!9*, daher: 
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249. 

Aufgabe 7. Die Archimedische Spirale zu rectificiren, deren 
Gleichung : 

Auflösung. Hier ist -7-=—, mithin: 
^ de 27r' 



27rJ 



1 + e^'de 



. 1 

Setze VI + ö* = W, so ist — j und 

2Ö0. 

Aufgabe 8. Die Exponentialspirale zu rectificiren: 

r = e® 
dr 

Auflösung. Man hat hier — = , daher: 

8=e^\/2 + c = r\/2 + c' 

Nehmen wir dies Integral von ö = — « bis Ö 0 , oder von 
r = 0 bis r = 1 , so findet man für die Länge aller unzähligen 
sich immer näher um den Pol lagernden Windungen, eine end- 
liche Grösse =\/-2. ' . ■ > 



t. ' • 
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Siebzehntes Buch. 



Ciibatiir der Revoliitionskörper. 



25L 

Aufgabe 1. Es sei allgemein: 

y = rw 

die Gleichung einer krummen Linie. 
Es wird eine allgemeine Formel ge- 
sucht, nach welcher man das Volumen 
des Körpers berechnen kann, welcher 
durch eine ganze Umdrehung der bei 
P^, P rechtwinkligen Figur M^P^PM 
um PjjP als Achse beschrieben wird. 
Es sei AP„=ar0, AP = ic. 

Auflösung. Um zuerst das 
Differential des Volumens V zu finden., 
lassen wir AP - a; um PQ = Aar wachsen, alsdann wächst das 
Volumen um das cylinderformige Stück MG = aV und es ist 
näherungsweise, indem wir durch y e eine mittlere Ordinate 
zwischen MP = y und NQ ^ y + bezeichnen : 

av 





M N 


A 


; \ \ 










K Cr J 



Lassen wir nun, um auf die Derivirte zu kommen, Aj: bis zu 
Null abnehmen, so verschwindet gleichzeitig auch e uud wir haben : 



V - TT [y'^dx = TT nf(x)]'^dx 

%J J So 



35S 



* Nach der Infinitetiiiialmelhode ist für ein unendlich 

kleines PQ = dx ^ der Bogen MN grade und das unendlich 
kleine Stück MG des Kurpers ein abgekürzter Kegel, deaseu 

Inhalt - ^^[y* + y(jr + «5S^)+ (y + <%f)«J oder weil in 

^^^^(3y2 + 3y//y + df|^«)j ^ydy-\-dy'^ gegen Sy^ wegfallen müs- 
sen, da« gesuchte allgemeine Differential: 



Aufgabe 2. Das Paraboloid zu berechnen, welches entsteht, 
indem sich ein Paiabelbogen, AH, um die Achse AP = x dreht. 
Die Gleichung sei: 

Auliüsuug. Nach dem Vorhergehenden ist: 

Das Paraboloid ist also just halb so gross, als ein Cylinder, 
dessen Höhe AP = a? und dessen Radius MP«y ist. 

m 

Aufgabe d. Eine Ellipse dreht sich um ihre grosse Achse^ 
man soll daa dadoieh beschriebene Iftngliche Ellipsoid berechnen: 

a V + ^'^^ - 

Auflösung. Mau hat hier: 

Will man das abgeplattete Ellipsoid haben, weiches durch 
Kotation um die kleine Achse entsteht, so ist: 



Aufgabe 4. Ben Körper zu berechnen, der durch Um. 
drehung der Cycloide um ihre Achse entstelMy Ihre Gkichui^n 
sind (t 156): 
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x = r9 ^rBiv^fi 
y = r(l— C08Ö). 
Auflösung. Hier ist: rfir = r(l — cosö)^ö, mithin: 

V = r'TrJ* : 1 - cos 6) *dd = 8r^nJ äin« • dß 

V = r37rJl-4cos3ö + Jcos2Ö- yco8Ö+ ^)äe 

V = r»7r (- i^sin Sd + Jsin 29 - ^ sin 6 + 

Soll das Integral von $ = 0 anheben , so ist keine Constante 
erforderlich, soll es dann bis $ = 27V genommen werden , so hat 
man für den ganzen Körper (Amkg. J 232): 

265. 

Aufgabe 5. Den Körper zu berechnen, der durch Um- 
drehung der logarithmischen Linie entsteht: 

Auflösung. Man hat hier: 

V= a'^nj\la;)^dx und ($ 202): 

V= a^7rx[{lx)^'-2la: + 2] 
Nimmt man jr = 1 , so ist das Volumen des beschriebenen 
Körpers, obgleich von unendlicher Auedehnung, doch nur = 2a^n» 

266. 

* Um schliesslich noch eine allgemeine Formel anzugeben, 
nach welcher man auch solche Körper berechnen kann, welche 
nicht durch Rotation entstanden sind, für deren OberflSche aber 



eine Gleichung: 



Mo 




/ 






■1 


1 


Hl 



/p 



No 



z = ¥{x, y) 

gegeben ist, und wo j:, y absolut, 
z aber die abhängig veränderliche 
Grösse ist, überlege man Folgendes: 
Es sei AP^, = Xq und durch P,, 
parallel mit der Ebene der yz eine 
Ebene gelegt, so lässt sich der 
Flächen - Inhalt des Durchschnitts 
M^NqPq finden. Setzt mau nämlich 
in der Gleichung für die Oberfläche 
des Körpers: 
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(i) 



in welcher nun Xq constant bleibt, für y alle möglichen Werth«) 
welche die G-leichong (1) su nehmen geafattet, so ist diese 
Glfiiehiuig nichts anderes als die Gleichung der krummen Linie 
H^Nf^ , in welcher die mit pAz parallele Ebene die Oberfläche 
des fraglichen Körpers schneidet. P^^o gleichsam die 

Abscissenachse. 

Setzt man in ( 1 }^=0, so erhält niaii die Ordinate 5^F(a;(^,0)-M(^P^ ; 
setzt many^P^Q, so wird die Ordinate »*F(iCo,P0Q)=SQ u.s.w. 

Der Inhalt dieser Durehsehnittsflfiehe ist also^ | ^F(X(^^y)ä|f und 



wo das Integral innerhalb der Grenzen 0 und p oder auch von 
|f^aPiiQ bis y»PoQt genommen werden kann. 

Fttr diese ftusserste Grenze von y können nun aber zwei 
Falle Statt finden. Sie kann nämlich erstens durch die Katur 
der Gleichung (i) bestimmt, d.h. eine Function Ton dem jedes- 
maligen X sein, oder m^n kann zweitens eine beliebige Functioü| 
p =» f{x) annehmen. 

Ist nun AP »a? und denkt man sich das Intervall x—a^ in n 
gleiche Theile getheilt, setzt — -pfi = Ajj , so sind die von Xq 
bis X auf einander folgenden Durehschnittsflftchen offenbar: 



wo aber, wie gesagt, die Grenzen dieser Integnle keineswegs 
dieselben sind. 

DieSurome aller zwischen diesenDurchschnittsflächen liegenden 
Stucke des K()rper8 von Xq bis x^ welche man als Prismata 
Ton der Höhe ^ betrachten kann, ist näherungsweise: 



Denkt msa ^ unendlich klein ^dxy so ist das Volumen des 
Körpers von bis s ganz genau: - 








oder wie man zu schreiben püegt: 
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f67. 

• Man integrirt alBO erst in Bezug auf y innii luilb der be- 
stimmten Grenzen, indem man x als constant betrachtet. Multi- 
plicirt man das gefundene Integral mit dx^ und integrirt aufs 
Keue in Bezug auf x innerhalb der bestimmten Grenzen, so hat 
man das bestimmte Doppelintegral. 

Anmerkung. Kann man fUr jedes x^Xq^ ar^+A^, s^'¥'i£iX 
eto. das jf immer inneilialb derselben Grenzen Pai !/i "^liinen, so 
bildet das bereehnete Volumen einen pnsmenartigen Körper, der 
oben von einer krümmt n, seitwärts aber von vier ebenen Flächen 
begrenzt und dessen in der Ebene der xy liegende Grandfläche 
ein Rechteck (die Projeetion v(»n der obern krummen Fläche) ist, 
dessen Länge =x~x^^ und dessen Höhe yx'^Vo- 

Kann man aber zu jedem ^, das y nicht innerhalb derselben 
Grenzen nehmen, was z. B. nicht möglich ist, wenn auch die den 
Körper begrenzende Seitenflitehe krumm wäre, weil dann auch 
die in der Ebene der op, y liegende Grundfiffche kein Beehteek, 
sondern ganz oder theflweise von einer krummen linie begrenst 
ist; alsdann sind zwar die Grossen a;, y noch immer unabhängig 
Terftnderlich, jedoch die Grenzwerthe der einen von denen 
der andern abhängig. Dieser die Integration oft sehr erschwerende 
Umstand nmss bei der Bestimmung des Doppelintegrais wohl be- 
achtet werden, wie schon iöigendes Beispiel zeigt. 

2Ö8. 

« Beispiel. Ss sei die Gleichung fttr die Oberaäehe des 
Kdxpen: 



sai/r»-a)«-^< (i) 

so hat man hier; 



*) Wenn F(x, y) fiir beide Grenzen stetig ist und kein Zckbenwechsel 
Statt findet^ so kann man offenbar ancli (!ie Integrations-Ordnnng umkdireD, 
d* h. erst in Besug auf « und dann in Bezug auf y int^nreo. 
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Sieht man nim ent x als oooBtant an und setst Kürze halber 
r«-d?«»^<, BO »t ($ 226): 

Man sieht aus der gegebenen Gleichung (Ij, dass für kein 

grösserer Werth gesetzt werden darf als ^ =vV'-jr', weil sonst 
a imaginair wttrde. Ist also AB^x^ so kann man das erstere 
Integral nur nehmen von y = 0 bis y = ^ = v/r« — « PN nnd hat 

dann die Fläche des mit der Ebene der parallelen Schnittes MliP. 
Fttr y - 0 verschwindet das Integral und Air y » ^ hat man 

die Fläche des Durchschnitts = Jo^ • ~, mithin ist , für a seinen 

Werth zurückgesetzt: 

Lässt man dieses Integral von a: - 0 anhel)en und iiimmt es 
bis a?=r, und weiter kann es sich wegen Gleichung (1) nicht 
eistrecken, so ist: 

Wir haben von Hern ganzen Körper, dessen Oberfläche durch 
die Gleichung (l) gegeben, nur den Theil ffofunden, weicher in 
dem einen der acht dreiflächigen Coordinateuwiukel liegt. Aus 
dem doppelten Vorzeichen der Ausdrücke für s und q ersieht 
man aber leicht, dass die Theile des Kr>rpers in den übrigen 
sieben Winkeln dieselbe Grösse haben. Es ist daher mit Rück- 
sicht auf die negativen Ooordinaten: 

Man hAtte auch, um gleich die obere Hftlfte des Körpers zu 
finden, erst von y» — bis + ^ mid dann von d; » — r bis 
«s+r integriren können. In Zeichen: 

- r - V 1^"^» 
LubseiH Infinitesijnal üe&hnuog. ^ j 



Digitized by Google 



258 



* Aufgabe. Es ist die Qleiehung eiaes Pavaboloids ge- 
geben (höhere Geometrie { 136): 

P 

und in der Ebene der ary aus dem Anfangspunct A mit einem 
Radius, ^, ein Kreis beschrieben. In der Peripherie denke man 
sich eine auf der Ebene der xy senkrechte Cylindertläche er- 
richtet und bis an die Flache des Paraboloids gehend. 

Man sucht das Volumen, welehes von beiden Flächen und 
von der Basis (Kreis) eingeschlossen wird. 

Auflösung. Man hat hier: 

FUr 0 wird das erste Integral ^uü und fUr y =>i^^*— a;* ist: 

Bp\ ^ ^ je« 1/^« -a?« • <5te + 2«« t/^«-a?2.rfaj| 

Setsst man ^r^^sin^», mithin: dx- ^eo9^*d^ und die ent- 
apreehenden neuen Grenzen 9 « 0 und 9) a j^r, so ist, mit Rück- 
sicht auf die Bemerkung § 232: 



TT 

2 



Es ist mithin V o^^r JÜr alle vier Quadranten: 
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Anmerkung. I>ie auf der Ebene der sy^ nach dem dann 
um A als Leitlinie betehriebenen Kreise gekrümmte senkrechte 
OylinderflKehe des fraglichen Körpers schneidet hier die andere 
Seitenflfiche, welche zugleich auch Beitenflitche des Paraboloids 
ist, in einem gleichen und parallelen Kreise (was bei einer an- 
dern Leitlinie (Ellipse, Parabel etc.) oder andern Oberfläche nicht 
der Kall wäre). Da nun, wegen der vorgeschriebenen Leitlinie, 
immer x*+y' = (>' sein muss, so ist die Hohe unserer Cjlin- 

derflSehe » ^ ^ = mithin das Volumen dieses Cylinders 

0* 

~p 'k^'^' 2jieht man hiervon den oben gefundenen, das Para- 
boloid umgebenden Köiper ab^ so findet man hier auf anderem 
Wege wieder das Volumen des Paraboloids — ^ ^'^jr, uämiich 
halb so gross als der Gylinder. 



260. 

* Aufgabe. Das Volumen des EUipsoids mit drei Achsen 
zu linden. Die Gleichung iat (höhere Geometrie $ 138j: 



Auflösung. Man hat hier: 
Setae ^ = qmn^^ mithin dy^bqtM^'ihpy so ist (t 226, 2): 

^ / ^ f /8i 

17* 
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* Die liiliiiitcsimalmethode betrachtet die Körper als Summe 
unendlich kleiner Priemen (Elemente), deren Grundfläche Recht- 
ecke = dx'(ly^ deren Höhe =^^35, deren Inhalt also ^dx-dy-dz. 
Das Volumen des iiörpers ist dann ausgedrückt durch das drei- 
fache Integral: 

welches nun andeutet, dass die unendlich kleinen Parallelepipeden 
nach den drei Richtungen der Coordinaten-Achsen summirt wer- 
den müssen. Integrirt man erst in Bezug auf is, so ist: 



=JJiuiwdy 



und hier bedeutet nun ndxdy eine aus Parallepipeden besiehende 
Säule, deren Grundflfiehe das unendlich kleine Rechteck dx * dj/ 
und deesen Höhe » ist. Ist die Grenze von s eine Function von 
Sf [s»F(d?,^)], so muss diese jetzt statt s substituirt werden, 
alsdann ist: 



Integrirt man jetzt in Bezug auf y von y^y^ bis ^ = ^1, so 
erhiUt man ab Summe solcher Säulen eine Schichte, deren Breite 
^0, deren Dicke »dx und die mit der Ebene des ffz pa- 
rallel läuft. Integrirt man drittens in Bezug auf sa erhält 
man alle Schichten von x^^x^^ bis. s * x,- 

* Das Differential für das Volumen eines Körpers wird mandi- 

mal auch in Polar - Coordinaten ausgedrückt, indem es hier 
sowohl, als bei der Summirung der FUehenelemente gleichgültig 
ist, welche P'orm diese Elemente haben. Die hier verlangte all- 
gemeine Frirmrl Hndet man am leichtesten direct. Es sei näm- 
lich AM = r der vom Pol A bis zu einem Punct, M, des Körpers 
gehende Badius vector, (p der Winkel, den er mit der Ebene der 
äpp macht und tp der Winkel, den seine Projection AQ mit der 
Achse Aa: bildet ; denkt man sich von M ein Perpendikel MR auf 
die Achse AZ geföUt, so ist MR»AQBrcosy« Denkt man mit 
RM aus R den unendlich kleinen Bogen Mm parallel mit der 
Bbene der xy beschrieben, so ist ^Siw^reoB^dip. Beschr^bt 
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mau ferner mit AM = r aus A und in der auf xy senkrechten 
Ebene MAQ, den unendlich kleinen Bogen Mn, ßo ist Mfi=>r*d9>. 
Denkt man sich aus diesen Elementen die rechteckförmige Fläche 
MKiMi oonstniirt (deren Inhalt - r* eoB^fä^) und diese wie- 
derum als GmndflXche eines Prismas von der unendlich 
kleinen Höhe « so bat man das Differential des K(yrper8 
dV B r^eoB^ * ' dtp » är (welches also ein Btflek von einer 
Eagelschale ist), und ftlr das gesuchte Volumen: 



r*cos ifdfdxpdr 

Man integrirt nun erst in Bezug auf r, ist dann r eine Func^ 

tion von y und xp^ so muss man diese Function statt r setzen 

und dann in Bezug auf ip und y integriren, was in der Regel 
uiimer auf grosse Weitläufigkeiten führt. Wollte man z. B. nach 
obiger Formel daHA olumen einer Kugel berechnen, deren Badius 
ist, so hat man: 



V =JJco8y//y//^^ r^dr 
V«^Jcosyrfy 



Uas erste Integral giebt uns die Summe aller, in der Bich- 
tang des Radius, vom Mittel punct bis aur ObeHl&che, auf ein- 
ander folgenden Differentiale (Elemente), welche zusammen einen 
pyramidenartigen Körper bilden, deren Höhe = a und deren 
Orundflfiche ^acostpä^ adip. Es ist nftmlieh: 



V = J^-|--o»co8yrfy.rf^ 



Integriren wir jetzt in Bezug auf ^, und zwar von ypssO 
bis ^s^TT) 60 erhalten wir einen Körper, dessen Basis eine 
Zone von der Breite acoB^qt ist^ uftmlich: 



V =J • a Y • aeos gxjfy 



Integriren wir Jetzt von 9 » 0 bis ^ « in^ so haben wir den 
achten Theil der Kugel, nttmlich: 
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Achtzehntes fincL 



.Complanatiun der ßevolutionskörper. 



203. 

Aufgabe, Es sei allgemein: 

die Gleichung einer kiuininoii Linie, welche sicli um die Achse 
Arr gaii/. henuii dreht (s. Figur § 251). Es wird t ine allgeiiieir.e 
Forniel gesucht, nach welcher man die Fläche & berechnen kann, 
welche ein Bogen, M^M, beschreibt, dessen findpuncts-Abscissen 
APqsop^, AP= a? gegeben sind. 

Auflösung. Um das Differential der FIfiehe zu finden, 
lassen wir die Abscisse AP ^ um PQ = Ax fliessen, dann ist 

die Sehne MN =t/Aa?«+Aw2 = l/i + . ^a? und die Flflcfae 
des abgekürzten Kegels, welche diese Sehne beschreibt: 

mithin, weil 

für das Wachsthum der Fläche a näherungs weise: 



•) l¥ir BStMU ±A|r, je nadidaii VQ^ MP. 
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Ltet man nun, um auf die Derivirte und dadurch auf das 
Differential au kommen, Aj? bis au Null conveiig^ren, so fallen 
Sehne und Bogen zusammen und man hat: 



9» 

« 



Anmerkung, Nach der Inlinitesimalmcthode gelangt 
man viel schneller zum Differential. In dem characteristischen 
Dreieck ist die mit dem Bogen zusammenfallende Sehne 

^ V^/jSM^^ V l +^r^ • ^f-^y niithiü die beschriebene Kegel- 

Mche = {2tf tffi/)n (h--'2yn(f9±dt/'ds*7ty öder weil eine unend- 
lich kleme Grösse zweiter Ordnung, (/{/-//i, gegen die erster Ord- 
nung verschwiudet, ganz einfach; 

= 2y7t • äs = 2nn^) ' ^ 

m 

Aufgabe. Ein Parnbelbosjen, AM, dreht sich um die Achse 
Ax, man soll die krumme Oberüäche des beBchriebenen Para- 
boloids finden. 

Auflösnng. Aus der Gleichung der Parabel y^\/px folgt: 
^r^_ 4^2 + 4^ „ithin: 

• -»(»/pf(4«+p)'<te 
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Soll das Integral im Scheitel anheben, akü [\ir x = 0 auch 
«=>0 sein, so hat man: 

TT 

0 + c, mithin : 



Aufgabe. Die Oberfläche &u finden, welche eine Ellipse 
beschreibt, indem sie sich um ihre grosse Achse dreht* Ihre 

Gleichung ist: 

a 

Auflösung. Man hat hier zuerst: 

^^i^^^^^W daher: 

_____ ■ • 



SeuL man ^ = a'S ist (§ 226, 2): 

* ^ (i^ -a?* + i«' arc sin c 



l^V Hs=5i - ^» + STIF*'^ 



liPV — r;:-«* + TS — r^arCBm J + « 

bnx.f-7 — 7-r .^^ - a^ÖTT . d?V^ä^6^ . 

— — V'a* - (ö« - + , arc sin — + c 

Soll die Fläche für x~0 anheben, so ist keine Constante 
nöthig. Für x = a hat man die halbe Oberfläche des EUipsoids. 
Die ganze ist mithin: 



« = 2ö*ff + , ■ : • arc san 
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Wird & = a, BO findet man ($ 80), dass: 



arc Bin - 



a 0 1 



und folglich »^4a*n ist,. 

Anmerkung. Rotirt die Elli])>e ntatt um ihre grosse, um 
ihre kleine Achse, und solche kommen in der Praxis eigenÜick 
nur vor, so ist; 

54 / 

Setze -^-—«.fli^ und Vm^+y^^ly etc^ so ist ($227): 

Soll das Integral für ^»0 anheben, so ist. keine Constante 
nöthig. ITimmt man das Integral you ^ 0 bis y 6 tmd rer» 
doppelt es, so hat man filr die Oberflfiehe des ganten abgeplatteten 
Ellipsoids; 



2an 



' \ S ) 



Um den Werth dieses Integrals für den Fall zu linden, wo 
5«a wird, bemerke man, dass ($ 80) für fr^a der Bruch: 



_\ 6 /_ 0 _ rt^ 4 -öVV~fe« 1 

und folglich a=4a^7i ist. 

26öb. 

Aufgabe. Die Fläche zu finden, welche die um ihre Achse 
AA rotirende Cjdoide besehreibt. 



Digrtized by Google 



266 



Auflösung. Aus den beiden Gleichungen ($ 156): 
X ^ r6 - r sin B 

y ^ r - r cos ö folgt : ds = 2r sin Jö^/Ö. 

= 271 Jyffs^ldr'^TrJ^sin^id'de und (5210): 
64 » 











> 




• 




P 




P' 




/ 




/. ' 



266. 

* TJni schliesslich noch eine allgemeine Formel zu finden, 
nach welcher man auch die Oberflächen solcher Körper berech- 
nen kunii, die nicht durch Rotation entstanden, für deren Ober- 
fläche aber eine Gleichung: 

2 = FCor, y) 

gegeben ist, lasse man AP = a; um 
PP' - Ax und Pot = y um mn = Ay 
wachsen, und bilde das Rechteck 
mm'n'n^ dessen Seiten Aar, ily sind. 
Lrgt man durch die Seiten dieses 
Rechtecks Ebenen , wovon zwei mit 
der Ebene yAs, und zwei mit der 
Ebene xAz parallel sind, so fassen 
diese vier, auf i/Aj: senkrechten Ebenen von der fraglichen 
Oberfläche ein krummliuigt begrenztes Stück, MM'N'N, zwischen 
sich, dessen Projection auf der Ebene derjry offenbar das Recht- 
eck mm'n'n ist. 

Lässt man nun Ar, Ay bis zu Differentialen convergiren, so 
verwandelt sich das erwähnte Flächenstück MAI'N'N in ein grad- 
linigt begrenztes, welches man als Tangential-Ebene des Punctes 
M(ar,y, 2) und als das Differential rfa der gesuchten Fläche be- 
trachten kann. 

Heisst nun U der Winkel, den diese Tangential-Ebene mit 
der Projections-Ebene yAx macht, so ist (höh. Geom. $ 107): 



und da nun (5 183), C08U = 



dz-co3 U = dx'dy 
1 



so hat man : 
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und wo Dun des, fast iHuner auf grosse Wdüäufigkeiteii ftUiiendo 

Doppel-Integral innerhalb der Grenzen genommen werden muss, 

welclie die Horizontalprojection der gesuchten Fläche in sich 
fasst. 

267. 

* Aufgabe. Man suche nach vorstebender Formel die 
Obeiflidie der Kogel, deren Gleiehung: 

+y' +*» «r* 

Auflösung. Man hat hier zuerst (^)"'"^> (^)~"'» 
und Also \/ + ( ^ V = — = ^ — , mithin: 



Setzt man r^— xs'«^*, so bat man: 

/j ^ aresin also l^-r===z = 1 

» « Jyif • J' das =» Jr^jr 

FOr alte aebt Quadranten ut also: 

2 = 4r*7r. 
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Neunzehntes Buch. 



N aller uügsweise Integrationen 
innerhalb besinmter Grenzen. 



Streng genommen kann man nur die Differentiale von der Form 
ax'^dx (wo m nicht =—1 ist), als integrabel betriichten , denn 
alle übrigen Fonnen, welche immer auf transcendente Functionen 

AsB (tsC 

fttbien, wie , , ete. sind nur deshalb als integrirbar 

anzusehen, well man ihre Integrale 1(1 aredno» ete. fElr 
beliebige AYerthe von x aus voUstfindig beveehneten logarithmisob- 
trigonometrisehen Tafeln entnebmen kann. 

Sehr häufig kommen nun aber Fälle vor, wo man das Inte- 
gral eines Differentials, selbst unter ZuKiebung der erwähnten 
tranBcendenten Functionen , doch nicht in geschlossener Form 
erhalten kann , weil man entweder nicht die anzuwendende Me- 
thode kennt, welche zu dem fraglichen Integral führt, oder auch, 
weil in der Wirklichkeit gar keine Function existirt, welche diffe- 
rentiirt, das za integrirende Differential wiedergiebt, In diesen 
Fällen muBB man sich dann mit einer Annäherung begnügen 
und hierzu giebt es Tersehiedene IQttel, wie folgende ff zeigen. 

209. I 

Integration durch unendliche Reihen. Man suche das 
m integrirende Differential f{a)d»^ d.h. den Factor f((ß) in eine 
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tolebe Qiiendliebe BeOie sa yerwandcfai, welolie ftlr diejenigen 
OmiseB, für wddie di» Integral bcetimmt weiden soll, gut con- 
vergirt, und integrire jedes einxelne Glied. Als Beispiel nehmen 
wir die Reetifloation der Ellipse. Aus : a*y* + b^x* => a^h* folgt: 

a!* ^h*^a*9* gesetet, wo ^ (hOh. Geom. { 37), wenn 

dM Integral yod ^=-0 anheben soll {$ 243): 



dx 



In geschlossener Form lässt sich dies Integral nicht darstellen* 
Wollte man deshalb beide WoreelgrOssen: 



l^a«-#*»« - a(l - und (a«-««) -V.« (i - ^ J 

in unendliche R^en verwandeln, so wttrden beide Reihen (wdl 
der zweite Theil des Binoms ein echter Bruch ist), sowie auch 

ihr Product convergent werden und die Integration eines jeden 
Gliedes möglich sein. Durch die Eiuluhrung einer neuen ver- 
änderlichen Grösse gelangt man aber kurzer zum Ziel. 

Beizt mau nttmlich ;c - acos^, mithin <Lc = — a^mOdd^ so hat 
man: 



= aJ(l-««co8«ö)i.<i# •*) 



Weil nun also auch «cos^, ein echter Bruch ist, so iuinn 
man die Wurselgrösse in eine eonvergente Reihe auflösen und 
hat dann (Anal« S 71): 



*) Aua X = «cofl e, folgt e = arc cos — und für a? = 0 ist a = irr, d. h. 

die daa altaa Qremen 0 und m entsprechenden nsofln Qramn sind e« km 

und e^awoos"^* 

*♦) Man darf immer die G^renzen umkehren , wenn man zugleich das 
Vorzeichen umkehrt. Denn wären für die untere und obere Grenze die 
Werthe des ersten Inttgraia m und mithin « — — a (» — «), 80 Wire das 
zweite lulegral =:a(m — »), also ganz dasselbe. 
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Die einzelnen Glieder lassen sich am leichtesten iutegriren, 
wenn man die Potenzen der cosinus durch Vielfache des Bogen» 
ausdruckt. Es ist nfimlieh (Anal. | 97): 

C08«Ö= i 1) 

GOS^B^i (cos4^<f-4cos20-f-3) 

eos^^« A(ooB69^-6eos40+ 15COS20 + 1O) 



Weideu diese Werthe bubslituirt, eo iiul mau; 

I - 1^«« • ^(eQt4# 4- 44SQS + 8) 

J*ö ,^(co86^+ 6co84d + l5cos2«? + 10) 



2-4-6 



Es ist mithin: 



* * f 2 4 ■* 2 4 6 

l i 

h'^-'-a'-Hm-T- ]•• 

Soll dal Integral von «<«'0(9 = i7f) anheben, 80 mUsste eine 
denstente ^«-[1 ~ (i)^«^ iüözugefiigt 
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weiden. Uatt man aber das lategral toh $^0(s-a) anhebeiif 
ao kt keiiie C(nMtante iidthig. Seist man dann fttr 9 «inen be- 
liebigen Werth, 6^{x = a eoBßJ ^ so hat man das Integral von 
ö = 0 bis B — d^ix^a bis x^acosdj durch eine gut conver- 
girende Reihe, wobei jedoch zu beachten, daßs die Lauge des 
erhaltenen Bogens nicht vom Scheitel der kleinen Achae, soudero 
von dem der grossen an gerechnet wird. Wir erhalten demnach 
die Länge des elliptischen Bogens, dessen Endpuncts-Abscissen 
w = a und x- a^citsS^, 

Will man einen ganzen Quadranten haben, so muss man 
setzen, und dann ist: 



•fi-'«--a"T-GSH- 



i 



Die Integration durch eine unendliche Reihe, wenn ttberbanpt 
möglieh 9 ftihrt in der Regel auf grosse Weitlftufigkeiten, indem 
fast immer erst Substitutionen oder Umformungen yoi^nommen 
werden mOssen, um eine eonvergente Reihe zu erhalten, dann 
aueh die Reihe nicht rasch genug convergirt. Rann man aber 

in dem zu suchenden bestimmten Integral I f{x)dx den Werth 

von für jeden Werth von x = Xq bis x~x m Zahlen be- 
rechnen, so giebt es noch andere Methoden, nach welchen man 
dann das Integral näherungsweise findet. Von diesen Methoden, 
die sogenannte numerische oder mechanische Integration (Qua* 
dratur), die besonders h&ufig in der höheren Mechanik bei Be« 
rechnnng der Störungen der Planeten- und Gometen - Bahnen 
angewandt werden, wollen wir in nachstehenden ff drei mittheflen-« 

27L 

1. Methode. Theilt man das Intervall o; — innerhalb 
dessen das Integral ff(s)dx genommen werden soll, in. n gleiche 

Thelle und setzt Kürze halber ^I^fä^Jk, so ist zufolge t 222, 

für ein kleines h näherungsweise: 

Jjn»}f^ - *)[A^e + *) + Aafo + 2« + A*o + 8*) + M] 



Digitized by Google 



»72 

Beide Bdheii, von welehen die eine «i vid, die andere an 
wenig giebt,*} koimnea dem gesuckten weinen Integral desto 
näher, je . grtaer n oder je kleiner h ist Der Unteisdned beider 

Nehmen wir von der Summe beider Reihen das JGttel, eo 

ist näherungeweise: 

r Aar) dx^h lifi^^o) + A^o + Ä) + /l^a + + if^l 

üm die Genauigkeit dieser Formel an dnem bekannten Fall 

Y^f—^ berechnen , 

welches uns in geschlossener Form bekannt ist und aus den ge- 
wöhDÜchen Tafein bia auf sieben Drcimalen genau eutoommen 

/äx 
r » are igs^ mithin : 
1 +a!* 



da: 



,1+5« " ^^^^^ ^ " " ^^^^ " $iOÜ,43.) 

Schlägt man den Winkel f auf, dessen tg»i ist, so findet 
man 18^26' ö"^ 8. Die Lfinge des hiezu gehörigen, mit dem 

Radius =1 beschriebenen Bogeos ist 3=71:.-.^= 0,32175053. Eß 
ist mithin: 



Unsere Formel (worin f{x) = y^jj , a?o = 1 i « - 2) giebt uns, 

2 — 1 

indem wir das Intervall in » - 4 Xheüe Iheilen, also h »—7- » i 



eetien: 

also, wie die Yergleiehung zeigt, nur bis auf eine Deeimale 

genau. Weil aber /{x) ^ ^ in dem angegebenen Intervall 

stets abnehmend ist, so giebt die Formel für ein grosseres n auoh 
ein genaueres Resultat. 



*) Wäre /■(«) innerhalb des Intervalls x—x^ bald wachsend , bald ab- 
ndunend, so künnto die dne Seihe dss Integral seADig gans genau geben« 



■ 
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2. Methode. Nach dem Taylor'schea Lehrsatz (§ 46) 
ist immer (wenn f{x) und ihre Derivirten öls continuirlich vor- 
ausgesetzt werden, und dort sUU der v^eränderlichen Grösse x 
die Con staute Sq^^ und s^Xq statt Ad? gesetzt wird), weil 

Aar) «/la?o) + (« - aro)-r(«o) +^^Y^/'"(«?o) + ••••(!) 

wo das Intervall so klein sein muss, dass die Beihe, 

wenn nicht endlich, convergent wird. 

Multiplidrt man beiderseits mit tUß und integrirt von bis 
j;, so hat man:*) 

J^*)<to-(«-«„)A««)+^^^V{«o)+ rT!^V"(<ro)+ •••(•) 

Setoen wir KUrze halber daa Intervall m—is^-h^ so ist: **) 



«) Eaist: 

f(Sß^)das^f{S^)*S-\rC^ mithiD: 



Ebenso ist: 



Ai»o) • («-*o)<^!P »/^(«o)- ^^-f^ "WÜ" • 



**) Wäre Z.B, f(x)=x^, f^f'{x)^Zx^, r(x)^6Sy T = 
so ist: 

/X^ 
X^dx =* + C> mithin iiur X^-h uad Ä =» 2 



+2 54 8* 

^'<iaf = ~— — »» 186, aber auch: 



LftbMD, lnflnitMiiiial-Beclinniic. ^ 



Ly Google 



Um in specicllen FttUen, wo niUnlich f{x) gegeben ist, -die 
Differential -QnotieDien f{x)y f'{w) ete. niclit entwickeln ni 
braoohen^ nehmen wir an, der Werth der eingeklammerten Beihe 
laue sieh kürzer und mü hinreicheader Oenanigkeit, durch die 

Summe der drei Functionen A^o)« A^o + i^)) A^o *^ 

jede aber noch mit einem erst an bestimmenden Ooeffieienten, 

c\ c", multiplicirt ist, darstellen.*) Es sei nämlich: 

oder, indem wir linker Hand /(Xo+^Ä) \ui^ ({x^+h) nach dem 
Taylor sehen Lehiaats entwickeln: 



c"/l»o)+«"-*-A»o)+e"-*"'-Qf^+-, 



Damit nun die bedeutendsten Glieder der linken Seite mit so 
vielen Gliedern der rechten als möglich übereinstimmen, hal man 
zur Bestimmung der fraglichen Constanten Factoren c, c', c" die 
Beding ungsgleichungeu : 

l hierauf: ^ 



c c 



Unsere Annftheruagsformel wKre alao: 

j-j-^hatman: /(jr) « j^j;^, *o = l> **J> 



•) Nimint man ndir als dni Funetioatn (am besten sine nnfrada 
Anzahl), so wird die nMbenuqgsfoiniel geDaver, sber auch wsttttnfiger. 
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mühin: 

also bis auf vier Decimalen genau. 

Anmerkung. Man kann diese Näberungs-Formel statt der 

Sirnpson'schen benutzen, so wie auch, um den Cubiciahalt 
solcher Köi*per zu bestimmen, die duich Umdrehung einer un- 
bekannten, jedoch nur einlörnug und wenig gekrümmten Linie 
um eine Achse entstanden. Sei z. B. die halbe Länge eines 
Faeses — h , der Durchmesser des Bodens ^ a , der des Spundes 
s e und der mittlere = 6, durch unmittelbare Messung gefuodeo. 
Wäre die Gleichung der Erzeuguugslinie bekannt^ y»/^, so wftre 

nach $ 251 der Inhalt des ganzen Fasses Y^2nJ{fx)^'äx, 

Da nun hier fla:^) = Ja, |XXf^ -l- iÄ) = 16 , /(j;« 4- h) - je, so ist 
näherungsweise auch: 

t 

Diese Formel ist von jeder Hjpothese über die Art der 
kruTiHiK n Linie unabhängig und deshalb der Lamb er tischen 
Formel vorzusiehen. 

273. 

8. Methode. Noch genauere Näherungsformeln hat Gauss 
angegeben. Eine davon ^ wekhe wir mittheilen wollen, lisst 
sich folgendennaassen ableiten: Setzen wir In: 

die untere Grenze ^<^»6-iAf so wird die obere s^+M, daher: 

Setzen wir iiuch rechter Hand x = b + u^ mithin (Lc dti, so ist : 

Ja«)* - 1 A«)* = A» + »)<*• 

18* 
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Es ist wohl klar, dass in dem letzten Integral in Bezug auf 

u die entsprechenden Grenzen — und -f sein müssen. Denn 
setzt man —^h statt u, so kommt dasselbe, als wenn man im 
mittlem Integrale b — ^h statt x setzt. 

Letzteres Integral Ifisat sich durch diesen Kanstgriff in eine 
Reihe entwickeln. Es ist uämlieh; 

Beiderseits mit du multiplidrt und integrirt, kommt: 

Jnb + u) dl* = c +u'fib) + ^-rw + TT^-rc^) + • • • 

« 

Kehmen wir nun dies Integral von ti»-|A bis »B + ^il) so 
wird die Oonstante 0 elimlnirt und wir haben, da (was grade 
beabBiehtigt wurde) alle grade Potenzen too h herausfallen und 

nur hülb so viel Glieder bleiben: 

f«».«...[««.(4)'.m.(A;.^.....:. 

Nehmen wir nun an, die eingeklammerte Ktihc; lasse sich mit 
hinreichender Annäherung durc.li y<wei Functionen, f\ b ^ nih) und 
fXb-^tnh)^ welche jede aber noch mit einem i^actor, kyk\ mul- 
tipiicirt ist, ausdrucken^ so dass nämlich: 

Ä« f"(h\ f^(h) 

Werden die beiden Glieder linker Hand nach dem Taylor**- 
scheu Lehrsatz entwickelt, so muss zur Erreichung unserer 
Absicht die Entwickelung nothwendig so besehaifen sein, dass 
alle Glieder mit ungraden Potenzen von h von selbst ausfallen. 
Dies fordert aber offenbar, dass erstens, die beiden Goei&cienten 
Jfc, k' einander gleich sind, und zweitens, dass m'^^m ist. 
Um femer, der einfachem Rechnung halbear, die Quadrate der 
Goeffidenten ui mid — m zu vermeiden« da beide in der Ent- 
wickelung mit h zugleich in graden Poienzeu vorkonunen, setzen 
wir m-=\/gi dann ist: 
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Es ist also: 

Alis 2Ä= 1 und % = 7jV ^'olgt: und 
Die NäheruDgsformel wfire also: 
-M* »+|* 

oder b — ^h-s^ also 6 - a?<> + gesetzt, so geschrieben : • 

874. 

Entwickeln wir die NiÜierungsformel mit drei OKedern^ 
kann man annehmen, es sei: 

mthin mit Benntsung varhergehender Entwiekelimg: 
(2*+ AOTTÄ) + 2*.*«^ 2*.A*9« 

'^^^4 1.2-8 16 1.2.8.4-6 

Ii 



• • • • 
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Zwanzigates Badi« 



Integration der Differential-Grleichungen. 



J. Bifferentialgleielniiig«n entar Mniiiig enten Grata. 

Erklärung. Jede Gleichung, in welcher veränderliche Grössen 
mit ihren DifYercntialen oder Differential- Quotienten , oder auch 
blosft Differentiale mit Constnnten vermischt vorkoinuien, heisst 
eine D ifferc nt i al i?! p i r- h un g. Die primitivo (Üeichung zwischen 
den veränderlichen Grössen dagegen, aus welcher die Differential- 
glekhuQg ihren Ursprung hat und durch arithmetische Opera- 
tionen daraus abgeleitet werden kann, wird die entsprechende 
Integralgleichung goiannt. Diese primitive oder sogenannte 
Integralgleichung muss also so beschaffen sein, dass wenn dar- 
aus die Werthe der abh&ngig veränderliehen Grösse und Ihre 
Differentiale gezogen und In die Differentialgldchung substitttiri 
werden, derselben Genüge geleistet wird. So Ist s. E., um daa 
Gesagte durch ein Beispiel zu erläutern: 




eine Diff^ntialgleichung swischen awei verfinderlichen GrOwen 
und die hiezu gehörige Integralgldcfaung, wenn man x ab ab- 
solut veränderlich betrachtet, ist: 

y« + a?«*o« («) 
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DeDB sieht man aus (2) die Werfthe y und nämlich 
jf « ^a*— und — , ^ und substituirt ale In (1), so 

wird derselben Genüge geleistet, denn, weil ^"^^i^Ji — Ji» 
80 Ist: 



27a 

Auf die Frage, wie man auf Differentialgleichungen kommt, 
können wir Torlftufig nur antworten, dass dies sehr hftufig der 
Fall ist bei den Anwendungen der Mathematik auf (Geometrie, 
Mechanik und ütysik (physioo-math^matiques)f wo man den 
Zusammenhang verttnderÜeher Grossen (Ursache und Wirkung) aus 
bekannten Eigenschaften oder Bedingungen sucht, die man nieht 
anders, als durch DifTerentiale und DifTerentialgleichungen aus- 
drücken kaim. FiagL man z. Ii., welches ist die krumme Lim'e, 
deren Normale für alle Puiicte dieselbe, -a ist, so würde mau, 
um diese Eigenschaft der gesuchten Linie auszudrücken, nach 
f 49, als Bedinguugsgleichung die Differentialgleichung: 



aufstellen und hieraüs die fragliche Beaiehung (Integralgleichung) 
zwischen m und y finden mttssen. Fragt man, welehe krumme 
Linie ist so beschaffen, dass für jeden ihrer Puncto die Subtan- 

gente gleich der doppelten Abscisse ist, so würde man diese 

Bedingung (Bigensohait) durch die Differentialgleichuiigy^- 

ausdrücken müssen (§ 49). 

Bevor wir solche Art Aulgaben, deren wir im folgenden Buche 
mehrere aufstellen werden, lössen können, müssen wir erst <tie 
Methoden kennen lernen, um zu gegebenen Differentialgleichungen 
die ihnen entsprechenden Integralgleichungen au finden. 

S77. 

Der Ordnung halber hat man sämmtliche Differentialgleichungen 
in Abtheüuugen gebracht jBIine Differentialgleichung gehört 
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nämlich zur Isten, Sten, dten*"- Ordnung, je nachdem ditriB 

das Jste, 5te, 3le- • • - Differential (<///, (f^y^ U^y-'") der ab- 
hängig veränderlichen Grösse vorkoninit; ferner zum Isten, 2ten, 
3ten- • • Grude, je nachdem das Differential der abhängigen 
Grösse in der Isten, 2ten, 3teU'>** Potenz (rfy, dy'^^ äy^"-») 
darin enihalten ist. 

Wir betrachten hier zunächst diejenigen DifierentialgleichuDg^ea 
erster Ordnung und ersten Grades, welche nur swei TerAnderliche 
Grossen, enthalten und sehen x als absolut ▼eräiiderlich an. 
Bemerken müssen wir Übrigens noch, dass die Integration der 
Differentialgleichungen fast immer mit grossen Sehwierigkelteii 
yerbunden ist und dass hier nur wenige allgemeine Methoden 
gefunden worden sind. 



1. Methode. Unmittelbare Integration, wenn die 
DifferentialiiUic'hung ein vollkommenes Diflerential ist, d. h. als 
durch unmittelbares Differentiiren einer primitiven Function, 
F(j7,^) = 0, entstanden betrachtet werden kann. 

Zufolge $186 erhält man da« Differential einer Function, 
F(^,jf)»0, indem man sie so differentiirt, als wenn sowohl y 
als ^ absolut verftnderlich wftre, nftmlich: 



Ferner folgt aus § 164 (indem man dort » = 0 setzt), da.s8 es 
einerlei ist, ob man F(a7,^) = 0 erst in Bezug auf x und darauf 
wieder in Bezug auf y differentiirt, oder in umgekehrter Ordnung 
Tcrföhrt und erst in Bezug auf y und dann auf w differentiirt, in 
Zeichen: 



Dies TOrausgeschickt, bemerke man, dass eine jede DifTerential- 
gldehong erster Ordnung ersten Grades sich immer auf die Form: 

bringen lässt, wo If ,17 im Allgemeinen Functionen von m und y sind« 
Wftre nun in dieser Differenfialgleichung zulUlig 

/dM\ 



878. 
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wovon mau sich durch wirklic he Differentiation leicht überzeugen 
kann, so könnte man die Differentialgleichung ^dt/-{-^äx—0 als 
ein vollkonuneues Differential, d. h. als durch unmittelbares 
DifTerentiiren einer Function von x^p entstanden denken und 
dann auch diese JTiuiction (die lotegnügleiehung) durch unmittel- 
bftrea Integriren, d. h. ohne neue KunstgrifTe, nach den im Vor- 
lieigelieiideii geseigten Methodeo finden, indem man nur eint 
der beiden Glieder, z. B. Mdjf^ in Besag auf p iot^irt and do^ 
bei X einstweilen als constant ansieht, dem geAindenen Integral 
jedbeh (weil ee noch ein Qlied in x allein enthalten kann) noeh 
eine apbestimmte Fnaetion von 9, die wir mit besdehnen 
wollen, hinzufügt. Was (/{x} sein muss, ergiebt sich dann, 
indem man das erhaltene Integral rückwärts wieder differentilrt 
und den Differenüal-CoeificieDt von dx mit N vergleicht oder 
— K setzt. 

279. 

Beispiel 1. Man raehedie entapreehende Integralgleiehung xa : 
f«d^- Ssydx-^ dx^äa =» 4x*ify (i) 



Autiosung. Die Differentialgleichung (1) lässt sich erstlich 
so schreiben: 



4x'^)dy + (84?* - 8xy)da: =»0« («) 



Um zu erkennen, ob diese Diffeientialgleiehnng als dareb an- 
mittelbares IHfierentiiren entstanden betraehtet werden kann, hat 
man, da hier M »9^*— 4«* and NstS^p*— Saiy ist: 



menes Differential, mithin die Integralglekhung: 



Die Differentiation des gefundenen Integrals giebt: 

(3y« - ix*)<fy + [- 8ay -h <p\a:)}dx - 0 {•) 
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Diese Oleiehung mit der Gleichung (2) vergUchen, giebt: 
Die SU (I) oder (2) gehörige Integralgleiehung iit mithin: 



Beispiel 2. Die sa integrirende Differentiaigleichiuig sei: 

Auflösung. Hier zeigt si^ wieder, ^> 
daher: 



Dies Integral wieder differentürt, kommt: 

{2ay + 6a; + Ä) + [hy + y'(a?)] «te = 0 
Dies Differential mit (1) TergUehen, giebt: 

^'{s)ds = (2ear + üe)^ 

Die gebuchte IntegraJgleichung ist also: 



Beispiel 3. Mau iutegrire folgende Gleichung: 

adif—pdap'^iy • (i) 

AuflOBimg. Hier ist ^^j:« l und ^^j»-. i, die Oldehnng 
(1) also kein ▼ollkommenes Differential, daher auch nicht un- 

mittelbar zu integriren. Multinlicirt man sie aber mit — , so 
erhttt man: 

~tfy-^äx»0 (•) 

9 * 
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In dieser Gleiehimg (2) kt nun ^* dieselbe 

also jetzt ein vollkommenes Differential und ihr Integral: 

oder, lodern man von den Logariüiinen aui die Zahlen übergebt: 

Anmerkung. Hier wurde ein nnvoUkommenes Differential 
(1) diueh BeilUgfiing eines sogenannten integrirenden Faeton 

au einem vollkommenen l>iÖereotial gemacht. Dies hat nun 

schon Mhe die Frage hervorgerufen, ob wohl auch In allen 
ander« Fllten, wo eine Differentialgleioliung kein TolIkomineneB 
Diftmntia) ist, dieselbe vermittelet eines integrirenden Faeto» 

darauf gebracht werden könne, und ob sich dieser Factor iiueh 
einer bestimmten Kegel finden lasse. Etiler, der f^ich mit dieser 
Untersuchung sehr vir! besciiäftig-t luit, ist zu keinem erwünschten 
Resultate gelangt. Das« eine Differentialgleichung ein vollkom- 
menes Differential wäre oder darcb einen integrirenden Factor 
dazu gemacht werden kOnne» muss als reiner Zufall betrachtet 
werden, weshalb wir uns aueh nidit linger hiebei aufhalten 
wollen* 

2. Methode. Dureh Separation. Kann man die yer- 
ttnderlfchen Grössen einer Differentialgleichung von ehiander son- 
dern, 80 kann auch allemal die Integration der Gleichung nach 
den früheren Regeln der Integralrechnung bewiikt werden. 

So folgt z. B. aus: 

dy dx 

ly^lx~r Ic ^ lex 
Beispiel. Aus ^xdif^yä^^O fotlgt? 
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8. Methode. Durch Substitution. Die Separation ge- 
lingt immer durch Substifiition einer dritten veränderlichen Grösse, 
wenn die Differentialgleichung eine homogene ist, d. h. wenn 
die Summe der Exponenteu der veränderlichen ürüsseu in jedem 
Oliede dieselbe ist. Man habe B. die Gleiehuig: 

a?*«ü? + y2(iaj + aj^rfy «0 (i) 

Da hier die Summe der BsponeiileD in jedem 0Mede » 2, 
oder jeder Goeifident der Differentiale von gleieh hohem (2teD) 
0ntde ist, 80 ist die Gleiehung (i) homogen« Man setie mm: 

mitbin: ^^^wdt-^idxy so ist: 

(l+2l>)<iir+«ftft-0 
aj^l+2f* 

Jelat fOr I seinen Werth surückgesetzt: 

lte + JI(a?« + 2y«)-te 
»•I^fl9« + 2y«»c« 



Aufgabe. Hau integrire folgende 01eiehiing: 
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AttflÖBung. Da diese Difforentiaigldriiviig homogen ist^ so 
setze man wieder y = tx etc., so erhfilt maa: 

4tt M di 



Auch in Fällen, ^v^) di* Differentialgleichung nicht hnmop^en 
ist, gelingt die Inten iiti.ui oftmals durch passende Subsutuüouen. 
Man habe z. B. die Gleichung: 

Setzt man y-^x^u^ mithin: dx^dy — dut^ so ist: 

ckdy — adu - udy 
d 

y = c- al{a-\-x -y) 

In Caaehy^s legoas kommen Tiele kttnstliehe Integralionen 
doTch wiederholte Sahstitationen vor. 



286. 

Büne hieher gehörende merkwürdige Integration gewährt noch 
eine zuweilen yorkommende Differentialgleichang von der Form: 

äy-k-y-^{x)dx='f{ic)dx 

worin F(d?) und f[x) gewisse Functionen Ton m sind. 

Diese Gleichung, welche sehr unpassend linear genaimi 

wird, lÄsst sich auf verschiedene Weise integriren. 

Betrachtet maa y aiö Pruduct zweiei noch zu btetimmenden 
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«BlMkuHiteni V mn tHi m m von die wir ktts mit r und s be- 
zeichnen wollen und setzen also: 

if^H, mithin: ^|r«>Mfl+fi<i, so ist: 

+ U'F{x) ■ dx] + -/(j7}^/j:J = 0. 

Dieser Gleichung wird offenbar Genüge geleistet, wenn jeder 
der eingeklammerten Theiie für sieh « 0 ist. Dies giebt uns zur 
Bestimmung der beiden Fnnetionen t und 9 die beiden Bedin- 
gungsg^eichungen : 

<//* + (» F(x)'/<ar«0 suit - fix) - dx 0 



S»0 



n. JMfferentialgieiohimgea «ntei Ordnimg höhera Grades. 

wr. 

Wegen der bchwiengkeiten, welche die Auflösung der höiieru 
Gleichungen verursacht^ müssen wir uns hier auf die Integration 
der Differentialgleichnn^pii zweiten Grades (f 277) beschränken, 
um so mehr, da schon diese oft mit grossen Sehwierigkeiteii 
verbanden ist. Von den Methoden, welciie man hier aufgestellt 
bat) merke man skb folgende drei: 



1. Methode. Indem man die Wurzeln sucht, d. h. 
auf den DillVrentialquotienten reducirt. Man habe z.B. folgende 
Differentialgleichung zweiten Grades: 

dj/^^(Ußds*=^Oi so ist: 

TT-^ii/naP 
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Dfo TOfg^gcbeie DiffeietttnlgjeScluiiig zMftllt also m swei 
Tenduedeae, dem Produet sie isl. Es mOsseii also waak awai 
Integralgleiehitiig» ihr Oanfige leiste». Diese sind Mer: 

Beide Gleichungen lassen sich aber auch, wenn man will, in 
eine eiiiziL.e. uleichBöm allgemeinere Intemalgleichung, zuBamaMii- 
fasseo, nämlich (höhere Geometrie Pag. 26, 4): 

oder auch, weil die Constanten beliebig sind, also auch gleich 
sein könaeii « » 

(y + 0 - Ja*«« ) (y + c + f a',*« ) = 0 

Anmerkiiriff. Es ist klar, dass eine Differentialgleichung 
erster Ordnimir nien GrRfif's im Alli^emeinen n verschiedene 
Wurzeln hat, mithin auch n verschiedene Integralgleichungen, so 
wie auch deren Product ihr Genüge leisten müssen. Die n Wur- 
leln sn finden, gelingt aber selten, und wenn man sie auch hat, 
noch seltener die Integration desselben. 

288. 

2. Methode. Wenn die OoefBcienteB der Düfereotiale blosse 
Ftmctkmeii tob einer und derselben verftadeitieheii GiOsse, s.6i 

TOn X sind. Alsdann kann man auch, ^«»^ gesetzt, dicDil^ 

rentialgleichung auf a; reduciren und w als Function von p aus- 
drucken. Angenommen, es sei: 

«»9>(p) (iJ 

Weil nun ^p, mitiiin: 

dy^pds (a) 

80 giebt leistere Oleichmig integrirt (| 201): 

(s) 

Setst man in (3) statt w seinen Werth ans (1), so ist: 
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Liwt sich nuB die in (4) angedeutete Integratkn wiiklich 
sotführen und dann aus (1) and (4) p eUminiren, so bat man 
eine oder mehrere ptimitiTe Gieichungen awiaehen ^, y. 

890. 

3. Methode. Durch Differentiation, wenn die Differential- 
gleichung sich zufällig auf die Form: 

|f»|MP + 9>(p) (i) 

bringen läset, SpCP^ irgend eine Funotion von p 

ist. Denn differentürt man die Glelchong (1), so kommt: 



dy ^ pda: + xdp + f'ip)dp 

oder weil äy=päs ist: 

[at + 9{p)]dp = Q («) 

Dieser Gleiehang kann auf iweieriei Weise Genüge geleistet 
werden, nämlich für: 

(s) 

«+9'(P) = 0 (4) 



Aus (3) folgt durch Integration p=c, Substituiren wir diese 
fUr p gefundene Constaute c, welche offenbar ganz willkürlich 
ist, in (1), BO haben wir eine der Differentialgleichung (1) ent- 
spreehende Integralgleiehung awischen y nnd der willkttrliehen 
Constante nAmlieb: 

y = ca;+y(c) (•) 

Reduciren wir dagegen (4) auf so erhalten wir p als 
Function von x'-^ angenommen, es sei p^^ipix). Wird nun auch 
dieser Werth (Werthe) von p in (1) ßubslituirt, so erhalten wir 
noch eine andere (mehrere) der Gleichung (1) Genüge leistende 
Gleichung zwischen x und y nämlich: 

y'^S'ip{x)-\- ^[ip(x)] (•) 

welche aber ans dem Grunde kein wirkliches Integral der Glei- 
ebung (1) genannt werden kann, weil sie keine willklirliche 
Constante enthfilt, die va Jedem Integrale erforderlieh ist. 

Alle solche ohne Integration gefbndenen Gleichungen, 
welche einer Differentialgleicbuiig Genüge leisten, nemit man 
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besondere Aui'idsuDgen, zur Unterscheidung von den durch 
wirkliches lotegriren gefundenen Integralgleichungen. (Wir werden 
im nfiehsteo Buche diesen merkwürdigen besondern Auf- 
lösungen eine geometrische Bedeutung unterbreiten.) 

891. 

Aufgabe. Mau iutegrire folgende Differentialgleichung: 



Auflösung. Hier lässt sich am besten die 3« Methode an- 
wenden. Man hat nftmlich: 

y-px + a\/i+p^ •••*(!) 

du ^ pdx + xdp + -T r^ — • dp 

Aus i^bO folgt: p^e und in (1) snbstituirt, die Integral- 
gleichong: 

l/^cx-^a^l + c* (i) 

AiusoPH — T=====0, folgt: » = ±~t=L= und m (1) sub- 
stituirt, als besondere Auflösung: 

y»i/:n^ (a) 

m. Differentiaigleiohujigen höherer Ordnungen. 

m 

Es ist \\ ulii vorauszusehen, dass die Integration der Differen- 
tialgleichungen höherer Ordnungen noch bedeutend schwieriger 
sein mu99, als die der ersten Ordnung. In der That giebt es 
auch hier nur sehr wenige und ganz besondere Fälle, wo die 
Integration möglich ist. Die wichtigsten dieser besondem Art 
Gleichungen (von denen die Mechanik einige aufgestellt hat) 
wollen wir hier in einer schieklii^n Ordnung folgen lassen. Der 
Kim «nd >d68 leii&tern UebeiMicks halber, beseichnen. wir &e 

DiÜfireütial-Quotienteo * ' i^blich mit r,> • 

so dftss abo: 

L&baen, Inflniteainul Bechnung. 
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293. 

1. Fall. Wenn ein Differential-Quotient sieh als Fnnetkm 
des nSchst vorhergehenden dantellen lisst: 



Alsdunn drücke mun den httrli^^tcti DilFcrcntial-Quotienten als 
Function des nächst vorhergehenden aus etc., bis man, wie fol- 
gende Beispiele zeigen, auf eine primitive Gleichung zwischen 
X und ff kommt, indem wir aoeh hier wieder s als die unah- 
hängig verftnderliehe betrachten. 

284. ' 

Aufgabe 1. Man integrire folgende Gleichung: 

d*y /dy 



-'S) 



Aufiüaung. Hier ist: ^ ~ 9(p), also ^-^ip)^ folglich: 



Ferner ist dy « pdx^ und hierin den Werth von dx gesetzt: 



pdp 



Cpdp 

Jy(p) 



Lassen sich nun beide angedeutete Integrationen aosfUhrea, 
SP erhält man durch Blimination des Differential-Quotienten p 
ans (1) und (2) - voransgesM, daas aneh diese Elimination 
möglich ist — die yerlangte Oleidiang zwischen ff und den 
beiden Constanten und o,. 
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Aufgabe 2. Mau integnre die Gleichung: 
Auflösung. Hier ist r ^'(q)) also mithin: 



9(9) 

dq 



Ferner = qtlx = Q ■ -v^, mitliia: 
. «>(«) 

Ferner djf=^p'dx== { \ ~~ + > mitliio : 

Aus (!) und (2) mu88 nun q eliminirt werden, um die Glei- 
chung zwischen x und y zu erhalten. 

Aiiinerkuiig. Cauciiy stellt noch höhere DiÜ'eieutial- 
Quotieuten auf (legons, pag. 649 etc.)* 

296. 

Beispiel« Man integriie die Gleichung: 
AnflÖBung. Man hat hier zuerst: 



19* 
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»-«, + f(ji + vT+p«) (i) 

y = H-Vl + •(«) 



2. Fall. Wenn ein DiflMotial Qaotieiit als Fünotion des 

vorvorhergehendeo gegeben ist: 



Dann benutze man die aus $ 2^2 dureh Elimination von dx 
folgenden Gleichungen; 



Aufgabe 1. Ibn integrire zuerst folgende Gleichung: 
Auflösung. Man hat hier 4»)p(|f), mithin: 



Digitized by Google 



299. 

Aufgabe 2. Man integrire folgende Gleichung: 
Auflösung, liier iaU 



)/'2S9{p)dp 



• • • • • 



(t) 



Aus (1) und (2) muss uuu ji; eliminirt werden. 

soo. 

3. Fall. Wenn ^ = y ^a;, so setee 9 und wenn 
Beispiel. Es ed: 

^-^+* 
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Einundzwanzigstes Back 



BestimmuBg knuumer LMen aus gegebeaeu 

Eigenschaften. 



Aus der Okichung einer knimmeD Link kann man, durch Hfllfe 
der Pifferential-Rechnung, Eigenschaften derselben finden, z. B. 

Maxima und Minima der Ordinalen, Wendungspunete, Länge der 
Subtangento etc. Umgekehrt kanu mau auch aus Eigenschaften 
einer krummen Linie, die durch Differentialgleichungen gegeben 
sind, die krumme Linie seihst, d. h. ihre Gleichung finden^ wie 
folgende Beispiele zeigen werden. 

302. 

Aufgabe 1. Eine krumme Linie eu finden, deren 8ubtan» 
genta immer gleich dem igifaehen der Abseisse ist. 

Anfldsung. Zufolge § 49 ist die Formel für die Subtan- 

genta: jf.-^aS,, mithin mnsa sein: 

dx 



du dm 

tn — ■ = — 

fn^ ^Is + lc'^ lex 
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Aufgabe 2. Die krumme Linie ansagebeo, deren Subnor* 
male ^eich der Abseiflae ist. 

Auflösung. Aus S«»y^ = j; folgt: 

ax 

y« + 2c = d?* oder 2c «=a« gesetzt, 
301 

Aufgabe 3. Eine Linie von der Beschaffenlieit zu (uden, 
dass das Quadrat der Subtangente gleieh dem Prodnet ans der 

Aböcisse und einer constanten Grösse, a, ist. 
Auflösung. Man hat hier: 

dt/ rix 
y .)Jaa 



a 
808. 

Aufgabe 4. Die krumme Linie zu finden, deren BubCangente 
gleieh dem Uebendiuae der Ordinate ttber die Abfldsse ist. 

Auflösung. Aus j/^«»|f~a; folgt: 

ydx^{y'-x)dy 
Setzt man SB-^f^^ mithin: (to«>^l + fi^, so ist: 

() 
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806. 

Aufgabe 5. Eine krumme Linie 
von der BeschafTenheit zu finden, 
dass die Tangenten für alle PuDcte 
derselben gleich lang, =« o, sind. 

Auflösung. Zufolge § 49 ist: 



dx = 



1 + -^ = a 



dy 



Setze V^a*— = ty^ so ist : y = 



a 



und 



x= ty — al . 



Nehmen wir die Constante (weil sie ja beliebig ist) so, daas 
für ajssO, y=a wird, so ist c = 0 und dann: 



Diese krumme Linie wird die tractoria genannt. Man kann 
sie sich nämlich entstanden denken, indem das Ende A einer 
unbiegsamen gewichtslosen graden Linie, AB = o, dessen End- 
punct B aber schwer ist, längs der Abscissenlinie fortgezogen 
wird, alsdann wir der schwere Endpunct B mit fortgezogen und 
— da die augenblickliche Richtung in seiner Bewegung immer 
die Tangente ist — die tractoria beschreiben. *) 



*) Ein in England etablirter Frankfurter Mechanicus soll Hähne, Zapfen 
und Achsen nach der tractoria construirt und darauf ein Patent genommeQ 
haben. 
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Sucht man die Fläche der tractoria, so folgt aüBjh~^dx 
(I 217)) wenn man hierin für dx seinen Werih «etzt: 

Wir müssen das Differential hier negativ nehmen, weil wir 
die Fiäche j& als Functioo der Ordinate p betrachten und s, wie 
die Figur zeigt, mit wachsender Ordinate abnimmt. Dieser Um- 
stand ist jedesmal zu berücksichtigen, wo mit dem Wachsen der 
absolut verftoderlichen GröBse, das davon abhängige Quantum, 
Btatt auch m wachsen, umgekehrt abnimmt* Wäre a. B. für 
voiÜegenden Ml so mllsate dodi, weft nur mit tlb" 

nehmenden Oidmaten s wfichst, ftr y + ^ das V^kohsUium toii 
«I nftmlieh: At^¥(p'^Ay)-'F(p) negativ und mitiiin auch das 
IMlferential TOn « negativ sein, daher: 

a.-J'v/jiiZ^i^+o und (S 226) 

Soll die FUtehe von AB angerechnet werden, mithin Afr 
p^a^ABy s»0 sein, so ist: 

s - }jf l/a*-y» -lÄ«*arc ski i 

Botst man hierin 9S> h»X man fUr die ganze, sich an 

der unendlichen Asymptote hin erstreckende Fliehe den Aus- 

druck: , d. i. den vierten Theü der mit dem RaiUus 

4 

BA := a beschriebenen Kreistläche. 

307. 

Aufgabe 6. Mao sucht eine krumme Linie, in welcher die 
Tangente der Quadratwursel aus d^c Ordinate proportional wächst 
Auflösung. Man hat hier: 




298 



SetEe Ifsaf, also yasj-^^, so findet man: 

ar = V^ay- * - a ttic tg + c 

Bestimmt man die ganz willkUrliclie Constante so, dass iäx 
y^a^ s^O wird, so ist e^O. 

80a 

Aufgabe 7. Man sucht die kruuime Linie, bei welcher das 
vom Anfangspunct A auf die jedesmolige Tangente gefällte Per- 
pendikel gleich der Abscisse des Berührungspuncts ist. 

Auflösang. Ist 3« die Subtangeate, % der Bertthrungswinkel, 

also 8in«^=^ ($ 70), so hat man: 

± (S, — a;) sin T = 

(dx \du 

(a?« - y « ) rfa? + 2xydy ^0 (t) 

Diese Gleidiung ist homogen und nach % 284 m integriren. 
Dureh einen Iddnen, munclunal anwendbaren Kimstgriff eilifilt 
man hier aber das Integral kflner so: Ans (1) folgt: 

Das Bweite Glied ist offenbar das Düferential von folg- 
st 

lieh, indem man die Constante mit 2a beaeiehnet: 



iß 



ir»v2iMP-«* 



Aufgabe 8. Er wird die krumme Linie verlangt, bei welcher 
die Tangente immer gleich ist der vom Anfangspnnet nach dem 
BerOhrnngspunct gesogenen 
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Auflösung. Man bat hier: 



dx , 



Fttr das obere Zeichen ist y « (w. ' Fttr das untexe Zeichen 

810. 

Aufgabe 9. Man sacht die vom Anfangspunct ausgehende 
krumme Linie ^ de^fcn vom Bogen, Abscisse mid Ordinate 
hegrenste Fläche gleich Zweidiittd des aus der Abedsse nnd 
Ordinate gebildeten Rechtecks ist. 

Man hat hier (S 217): 



j 



pda; ^ \xif 

Aufgube 10. Eine vom Anfangspunct auHgehende krumme 
Linie zu finden, deren quadruie Länge gleich dem Produet aus 
der Abscisse und einer constanten Grösse, a, ist. In Zeichen: 



Auflösung. Es ist: Mß'^ada 

2t 



v/(-£) 



j ads 
• dx = 



2^ CUP 



— Ax, 
dx 



4m 
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8etie i/irJ? « I. also « = eo «t : 

y 4x ' i + 

lVaj:^4s*'- Ja arc tg 
oder (Trigonometrie § 100, 6): 

Da nun für j?»0 auch p'^O seio soll, ao ist c = ia-^7t. Daher: 
y^^ \/ax - 4a;* + ia ^jjr - arc cos y/ 

oder weil allgemein arc sin ai 4- arc cos u^^n^ miUiin : 
^T-«fp«Miii«>iieiHi«| 8o ist kflner: 

m. 

Vorhergehende und ähnliche Aufgaben, wo nfimlich die Länge 
eines Bogens als Function der Abseisse gegeben ist, lassen sieh 
oftmals leicfater auf ftilgeiide, auetsl yon Tortolini geieigte 
Weise lösen. (Cauchy*s le^ons T, II. p. 115.) Es folgt ans: 

t-i\/i 

Nennt man $ den Winkel, den die am Sndpnnet H des 
Bogens AM f gelegte B^^rtthriuogslinja mit der Oi dinf i te n ri diteng 
bildet, so ist 73): 

g = 8io(? («) 

Aus (1) und (2) folgt; 1 « jy^-i.sin^, und hieraus; 

» = Ja8in«fl (») 

Ferner ha( man: ^ ^^^^j 
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(itf = cot ß'äx 

y^-?-aIHtö + ^ ö (4) '] 

Weil ükr « 0, # 0 nt und awh y » 0 setn soll, so ist hier 
keine Cointaote nfithjg. 

Aus (a) folgt «Btf«y/~, imthin illfe <^»# ^ ^^^^^ 
und «iiW-8«D^.eos«-2Y/^. s/i^-^), W^^^ 

Setzt man in den beiden Gieiciiungeu : 

2tf s «• und 4« ^ r, nüttunt sni^tf sin^l» » ^ m M> 
hat man: 

Ifaftt^-rsinw. 
INe gesnehte krumme Linie ist also die bekannte Cjdoide« 

«a 

B!riklkrt'nj^. Wehh titan In efaibr ißteieliung swdiit vä^'« 
äntelinhen 0 g Ba ae n , m^y^ und einer CoMtuiini, dieser Oa^ 

stauten alle möglichen Werthe beilegt und für jeden dieser Werthe 
die entsprechende krumme Linie über derselben Abscissenlinie 
und ftir denselben AnfangSpunct construirt denkt, so erhält man 
(im Allgemeinen) ein System von krummen Linien derselben Art. 
Denkt man sich noch eine andere Linie, welche jenes System, 
d. h. jede besondere Linie, nach einem gegebeneu Gesetze 
schneidet, z.B. alle unter demselben Winkel, so wird 'die schnei- 
dende Idnie eine Trajectorie genannt.*) 

*) Jean Bernouilli hat zaerat (1697) die Theorie der Trajectorieen, die 
sich offenbar auch auf Flächen ausdehnen iäsat, au%Mtellt. Er wurde durch 
die von Huygheos aufgestellte Ansicht, dass die Fortpflanzung des Lichts in 
einer weUenfönulgen Bewegung des Aethers bestehe, darauf geführt. 



802 



314. 



Aufgabe 11. Es sei ^i=ma die Gleichung einer gradeu 
Linie, indem a die laufende Abscisse und f die Ordinate bezeichnet. 
Lässt man den Coefßcienten m sich ändern, so erhält man eine 
vom Anfangspunct ausgehende Folge von graden Linien. Man 
suche die Trujectorie y = g>(a;), welche alle unter einem gege- 
benen Winkel, = ^, durchschneidet. 

Auflösung. Es sei M ein Punct 
der Trajectorie, dessen Abscisse AP = x 
und Ordinate MP=y. Der Winkel, wel- 
chen die durch M an die Trajectorie 
gelegte Tangente mit der Abscissenachse 
macht, = T und der Winkel MAP = 
so ist erstlich e^z — d und 

• tgr>-tgg 
l + tgr-tgö 

Aus der gegebenen Gleichung der graden Linie t = ma folgt : 

-r-=mt"ö und da ißT^-ri so ist: 
da ° dx 




tg* = 



dx 



— m 



1 j.».^^ 
dx 



Da nun aber für den Punct M, a=»a? und t-p und der 
CoefBcient m, welcher zu dieser besondem graden Linie .AM 

gehört, X — ist, wie aus der Gleichung ^ = ma folgt, so ist: 



tgff = 



dx 



a 



a dx 



oder, weil ftlr den Punct M auch ar, y statt «, t gesetzt werden 
kann, und, wenn man. Kürze halber, tg£ = a setzt: 



dy 
dx 



y. 

X 



xdy — ydx 
X dx 



(0 



«0$ 



die DilEneBtielg^eiehHiig der gesuchten Tnjedorie, *) welche, 
weil homogen, integrirt werden kanu. 

aisßdx + « ydm 
Setze y-%x mithin dff^xdt-^Ufyg 

dx dt Ol js. 
X !+!• 1+1« 

aij? = aic tg I - Ja/(1 + -h c 

» 

a/x = arc tg -^^ — Jai( — J^«") 
oder weil \ai (^^-^r^) - + y*)* - ate 
ai(^r« + y«)* = arc tg^ + c 

Weil die Coustaute beliebig ist, so setze mau c = ü und statt 
rechtwinkliger Coordinaten Polarcoordinaten, nimliohV^Mjf* »ar 

und arc tg — = ö, ßü ist; a/r = 0, also: 

8oU der Winkel «»4öo sein, so ist ], mithia (S 74): 
Soll «»90^ sem^ »o ist a»oe. Aus (1) folgt danns 



Aufgabe 12. Es sei = pa die Gleicbung der gewöhn- 
lichen Parabel mit dem unbestimmten Parameter p. Giebt man 
diesem Parameter alle möglichen Werthe von p = 0 bis /i = oo , 
80 erhält man eine folge von Parabeln, die alle denselben 
Scheitel haben und wovon die Achsen die beiden äussersten 
Parabeln sind. Man sueht die Ti^jeetorie^ welche alle Parabela 
unter demselben Winkel § sehneidet. 



*) Die DifliMtirigldduiiign der IVijscIorieeii smd slto joai onrtsn 
tede and cnter Ordnm^. 
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tg€ = 



Auflösung. Es Bei M ein Punct 
der (Vaglichen Trajectorie, AP=:f, 
MP = y. Es sei Tt die Tangente 
der Trajectorie für den Punct M 
und T'(' die Tangente an der ent- 
sprechenden, durch denselben 
Punct gehenden Parabel. 

Nun ist zuvörderst wieder 

tgT-tgö 



1 +tgö- tgr 



ä€ p 



Nun ist tgT= ige= !P und aus =pa folgt: ^ = ^ 
dx da m 2t 



tg« 



dp p 
2€ dx 



Da nun aber für den Punct M die Coordinaten der hindurch 
gehenden Parabel und der Trajectorie gleich sind a = x^ ^ = J/t 
und der dieser besondern Parabel entsprechende Parameter (wie 

aus ^ pa) folgt, nämlich: p = — , also auch für jeden Punct 

a 

M(jr, y) der Trajectorie immer p = — ist, so kann man, weil 

X 

der Punct M ganz unbestimmt gelassen, d. h. weil dieselben 
Schlüsse für jeden andern Punct der Trajectorie und der dadurch 
gehenden besondern Parabel gelten, die veränderliche Constante 
p eliminiren und hat dann für die, die Trajectorie bestimmende 
Differentialgleichung : 

dx 2x 2xdp — ydx 



lgff = 



1 + 



y dp 2a:dx 4- ydy 



2x dx 

Soll e = 90^ sein, so ist tg£ = oo und 

ydy + 2xdx = 0 
p'^ + 2x^ = c 

3ia 

Aufgabe 13. Die Trajectorie zu fmden, welche alle über 
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euer gememaehafUidieii A<^i8e constrairteu Parabeln so selmei- 

det, dass die Flächeninhalte zwischen jedem Parabelbogen und 
den Coordinaten des Endpuncts sind. 

Auflösung. Sei M(aj, y) ein Punct der Trajectoric'T bo muss 
(S 225) ^xy —- a*^ sein , und da dies von jedem Puncte der 
Trajectorie und der dadurch gehenden Parabel gilt, so i»t die 
gesuchte Trajectorie eine Hjperbel, nflmlich: 

317. 

Aufgabe 14. Man suelit die Trajectorie, welche ähnliche 
Ellipsen über derseibcn Ahscisscn - Achse und aus demselben 
Anfangspunct consLiuirf, rechtwinklig durchschneidet. 

Auflösung. Da die i^^Uipsen, d. h. ihre Achsen in demselben 

VerlkftliniBs bleiben sollen, so kann man in ^a* — 

' a ' 

den Constanten Factor -^^"b setzen, dann folgt aus der % 814 

aufgestellten allgemeinen Formel: 

tgf -tgö 



tg« 



worin tgr = ^ und tgö =^=-j;jp=p = ^— , mithin: 

ix y 

Weil nun e » 90<> sein soll, so ist tg« a oo : 

1 r-'f/l =0 

ax y 

y SB 

818. 

Aufgabe 15. Eine Gleichung für die loxodromische Linie 
2u linden, d. h. fUr diejenige Linie, welche alle Meridiane der 

20 
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Erde (diese als Kugel angenommen) unter einem gegebenen 
Winkel, schneidet. 

Auflösung. Es is hier am bequemsten die Lage der Puncte 
durch krummlinigte Coordinaten, nämlich durch Länge und 
Breite anzugeben. 

Es sei demnach M ein Punct der Loxo- 
drome, AP = >l die auf dem Aequator ge- 
messene Abscissc und MP = ^ die auf dem 
Meridian gemessene Ordinate. 

Wächst AP-A um PQ =A>1 und MP-€ 
um SV = so ist MS = • cos€ 

und für NMV = MVS = e , näherungsweise: 

A^.- cos^ , 

und ganz genau: 




A€ 



(/}. ' cosf . . 
tg« = — ^ — , hieraus: 

dl^'tge- — ^ und (5 209): 
° cos^ 

;i = tg«./tg(45 + i€). 

Soll für € = 0 auch A - 0 sein, so ist keine Constante nöthig. 
Die Loxodrome geht also in unzähligen Windungen um den Pol 
(die Kugel) herum. Denn für € = ±90^ ist >Ii=±qo. 

Anmerkung. Aufgaben über Trajectorien lassen sich 
offenbar sehr viele und sehr verschiedenartige aufstellen. (Siehe 
Brandes' höhere Geometrie 2. Band.) Wir geben jetzt eine 
andere von Lagrange aufgestellte lehrreiche Aufgabe. 

319. 

Aufgabe 16. Es ist eine grade Linie, AB = 2a, gegeben, 
und in ihren Endpuncten Perpendikel von unbestimmter Länge 
errichtet. Man soll nun eine krumme Linie von der Beschaffen- 
heit finden, dass jede daran gezogene Berührungsliuie, wie VT, 

von den Perpendikeln zwei solche 
^l^fH^H^^HBk. Stücke AV, BT abschneidet, dass das 
^K^^^^^^^t^^BS^^ Product daraus gleich einer 

^K^^^^^^SS^K^^ coiii^tanten Grösse ist, AV- BT = 6'^. 

Auflösung. Es 
^S^^^^I^^^^^^H^B Punct der gesuchten Linie, AP = x, 
^HHHIH^HHl^ MP = so ist offenbar (indem man 
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E «Ine mit AB pandtol» Um, 6H, gesogea denU xmi 

beaebtet^ dm tgXMH- tgVMG»^ ist): 

Mithin ist, gesetzt, laut BedingUDg: 

(y - [ji ~ px + lap) ^- ( i) 

y =pi£ — üp + {b- + a*/?*)* (a) 

IHese Oleiehmig Iftssi sieh an leichtesten nach $ 291 inte- 
grixeo, dwnach ist: 

Setst man den Factor 4p ^0 und integriH, so ergiebt sich 
p^e. Setzt man diesen für p gefundenen constanten Werth (der 
sich wie vorauszusehen nur auf eine grade Linie beziehen 
kann) in (2), so hat man: 

yei^-.iic4-i^6*+a*c* (4) 

als das allgemeine Integral, welches der Differentialgleichiii]^ (1) 

Genüge leistet, indem man die Werthe von p und ^ aus (4) 

in (1) aubatitairt Jede durch einen beliebigen Punct der Linie 
(4) gesogen» Tangente (welche hier offenhar init der gefundenen 
Lüde, weil sie eine gpoade ist, suaaniniei^U) aohneidet voi^ den 
Peipendikela die verlangten Stttc ke wirklic h ab. Denn setzt man 

« 0, so ist: y AV= — oc + l/6* + o*c*, uud setzt man iF=52a, 
öü ist |/^BT=ae + l/PTa«c^ und folglich AV.BT=62^ wie 
verlangt. 

Setzen wir den andern Factor in (3), nämlich: 

g — a-f -7= 1 ^ 0 

20* 
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00 ergiebt sich durch Eliauiiatiott von p ans dieser Gleudmiig 
und der Differentialgleichung (1) noch eine andere Besiehung 
Kwiaehen ip, y, nttmllch: 

y^^S/tm-»^ (») 

welche, als besondere Auflösung, der Gleichung (1) ebenfalls 
Genüge leisten niuss ({ 290). So folgt z. B. aus dieser Gleichung: 

doT a ' \j2ax - 

und wenn man diese Werthe von y und ^ in (1) substituirt, 
BO ist für jeden Werth ron x das Resultat der linken Seite « 6*. 

m 

Erklärung. In vorstehendem Paragraphen haben wir zwei 
verschiedene Gleichungen gefunden, welche beide der Diffe- 
rentialgleichung : 

Genüge leisten, n&mlich: 

y=c»-ac+l/d«+a*c« (i) 

5 , 

von welcher die eine eine grade Lmie, die andere eine £liipae 
darstellt. 

Die«01eiehung (2) enthält eine gans unbestimmt gdassoie 
beliebige Constante, c, und wird deshalb das allgemeine oder 
aneh ToIIkommene Integral der Gleichung (I) genannt. 

Setzt man statt dieser unbestimmten oder allgemeinen Con- 
fitante allerlei verschiedene bestimmte Werthe, C|, c,, Cj'"j 
So erhält man aus dem allgemeinen Integral (2) ebenso viele 
fiogeiuuinte specielle oder besondere Integrale, welche alle 
dieselbe Art Linien ausdrücken,*) undwoYOn jede der Differen- 
tialgleichung (1) GenUge leistet. 

*) Was man unter bestimmtem Integral versteht, ist schon früher 
(§2"2J) erklärt. Man unterscheidet demnach dreierlei Arten Integrale, nämlich 
aUgemeioes (volikommenes), specielles und bestimmtes. 
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Die Gleichung (B) aber, welche ebenfalls der Differential- 
gleichung (1) Genttge leistet, jedoch keine willkttrliche Conslante 
enthSU (a und b sind Ja gegeben) , ist nicht dureh Integration, 
wmdem dureh Differentiation und 13imination gefunden, und da 
sie auch nicht aus der allgemeinen Integralgleichung (2) abge- 
leitet werden kann, welchen Werth man der Gonstante e auch 
beilegen möchte, so ist sie dem Begriffe gemäss weder ein all- 
gemeines noch ein specielles Integral der Gleichung (1) und 
heiflst deshalb nuch zur Unterscheidung eine beboudere Auf - 
lösung derselben ($ 290). 

m. 

Wir sind im Vorhergehenden auf den merkwürdigen Fall ge- 
stossen, dass einer nnd derselben Differentialgleichung zwei ver- 
schiedene primitive Gleichungen, numiich das vollkommene Integral 
und die besondere Auflösung Genüge leisten. Vor Lagrange s 
Zeiten waren die besonderen Auflösungen so befremdend, dass 
man sie geradezu für ungereimt und unzulässig erkiftrte. La- 
grange zeigte aber, dass die besondere Auflösung einer Diffe- 
rentialg^eiohung ebenso gut einen Sinn hat, wie das allgemeine 
Integral mit willkttrlicherConstante, mit welehem es in einer engen 
Beziehung steht, ja selbst, was hier unmöglidi erscheint, aus 
diesem abgeleitet werden kann. Um jedoch diese nieht leichte 
Sache aufzuklären und zu begreifen, überlege man erst Folgendes : 

m 

Unsere drei in Betracht kommenden Gleichungen waren (S320) : 

(--4)(*-^-2)='- 

cx-ae + Vb^ + a«c«« (a) 

b /— — 

y=s~v2ax-ic* (s) 

In dem vollkommenen Integral (2), welches eine grade Linie 
darstellt, ist die Coustante c bekanntlich die trigonometrische Tan« 
gente des Winkels, unter welchem die grade Linie die Abscissen- 
linie schneidet. Giebt man dieser willkürlichen Gonstante e allerlei 

bestimmte Werthe Cg, o^, , so erhält man ebenso viele 

besondeie giade Linien (besondere IntegnJe), welehe alle der 



Digitized by Google 



310 




Gleichung (1) Genüge leisten und sich je zwei in einem Puncte 

schneiden. *) 

Stellt man eich nun Yor, die 
Constante c sei veränderlieh und 
denkt sich alle durch stetige Ver- 
änderung der Constante unmit- 
telbar auf einander folgenden 
graden Linien construirt, so müssen 
offenbar auch die Durchschnitts- 
puncte je zweier unmittelbar 
auf einander folgenden Linien stetig auf einander folgen und eine 
gewisse krumme Linie bilden, welche von jeder der graden 
Linien offenbar berührt wird oder, was dasselbe sagt, die er- 
wähnte krumme Linie berührt alle graden. Es entsteht deshalb 
die Frage nach der Gleichung y = F{a:) dieser krummen Linie. 
Es sei M(j:, p) ein beliebiger Punct der krummen Linie und 
p = c^x — ac, -f V^ö^lhö^c^ die Gleichung der durch denselben Punct 
gehenden graden Linie VT', so muss die Gleichung der krummen 
Linie offenbar so beschaffen sein, dass für diesen Punct nicht allein 

die Coordinaten y, sondern auch der Differential-Quotient ^ 

der krummen Linie mit denen der graden Linie übereinstimmen 
und gleichzeitig der Differentialgleichung (1) Genüge leisten. 
Da dies nun aber, wie wir gesehen haben, mit der besondern 
Auflösung der Fall ist, so ist diese auch nothwendig die 
Gleichung der krummen Linie, welche alle graden berührt. 



323. 

* Hiemit wäre freilich die geometrische Bedeutung der be- 
sondern Auflösung (3) der Gleichung (1) erklärt. Die besondere 
Auflösung ist aber nur beiläufig, gleichsam zuföUig gefunden, 
indem man es doch als Zufall ansehen muss, dass die Differen- 
tialgleichung (1) sich auf die § 290 angegebene Form bringen 
und, wie dort gezeigt, durch Differentiation integriren liess. Man 
kommt deshalb leicht auf den Gedanken, ob sich wohl aus einer, 



*) Man bemerke, dass der Fall, wo, wie hier in Gleichung (2), di« 
Constante c in einem veränderlichen Gliede vorkommt, sehr verschieden ist 
von dem, wo die Constante dem Integral nur mit dem + Zeichen hinzuge- 
fügt ist. Giebt man i. B. in der Gleichung y = «x -|- € nicht der Conatante 

sondern der Constante t allerlei Werthe, so werden alle graden Linien 
parallel. 
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durch wirkliche Integration gefundenen oder auch ganz willkür- 
lich aufgeworfenen Glrichung, z. B. die der graden Linie: 

y-\-cx-(tc+i^b"'^a'^r'^ (i) 

indem man die in einem veränderlichen Gliede vorkommende 
Constante c stetig ändert, die GleiehuDg der krummen Linie 
ableiten lä3st, welche die stetig auf einander folgenden Diirch- 
schuittspuncte der uns (1) entspringenden unzähligen Linien bilden. 

Deuten wir die zu lindende Gleichung der fraglichen krummen 
Linie vorläufig durch: 

an, so ist zuerst klar, dass jede der unzähligen graden Linien, 
welche durch die stetige Aenderung der Constante c in (l) 
entsteht, wegen der stetigen Folge der Durchschnittspuncte, 
durch die gesuchte krumme Linie berührt wird (Berührung ersten 
Grades, § 120), und dass also für eine beliebige Abscisse, AP=iF, 
die Constante c einen solchen Werth haben muss, dass gleichzeitig 

y = t/ und ^ = ^=F'(x) wird. Es ist mithin die Constante c 
^ dx dx 

eine Function von x. Wäre diese Function bekannt, so könnte 
man sie statt c in (I) substituireu und die resultirende Gleichung 
würde dann, wie folgende Betrachtung zeigt, die gesuchte sein. 

Es sei VT die durch M gehende 
grade Linie, welche) der Constante 
c entspricht, mithin: 




Lassen wir in (1) x um eine kleine 
^^^^^^^^^^^^^^ Grösse, Aar, wachsen, so gelangen wir 
^S^B^B^^^^^^^^ zu einem anderen Punct, N, dersel- 
ben Linie VT. Lassen wir aber in 
(1) nicht bloss sondern gleichzeitig auch c um die kleine 
Grösse Ac wachsen, so gelangen wir zu einem Punct, », einer 
andern graden Linie und p wird dann eine Function zweier 
veränderlichen Grössen, aj, c, und man hat (§ 162): . 



Aw = C' +(x — a 



Ac + 
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Nehmen wir nun für ein beliebiges a: = AP der gesuchten 
krummen Linie, die Constante c so, dass der Coeflicient \ « n ac, 

nftmlich: ^ - ei + -7=2=^= « 0 wird, mithin: e« ^(^~"^) 



ist, und lasAen sugleieh und Ad? bis su iDfiniteaimalgiössen 
abnehmen, damit; die Glieder mit hdhem Potensen vim £kß (uud 
such von As, wenn solche da wSren) yerschwinden, so leuchtet 
ein, dass die Puncte K und n der lanien VT, et mit M, als ihrem 

Durchschnittepunct, zusammen fallen. (Vergl. § 243, Rdmkg.) 

Substituiren wir also diesen Werth von c in (1), so kann man 
daselbst auch y statt y setzen, weil die Puncte n und N zusammen- 
> fallen, und weil die aus (1) und (2) foliienden Differential- 
Quotientea gleich sind. Da nun aber der Punct M die Ab- 
scisse s ganz unbestimmt gelassen, dieselben Sehlflsse also für 
jeden Punct der gesachten krummen Linie gelten, so iat die 
Gleichung derselben: 



was gehörig reducirt, auf die vorhin gefundene besondere Auf- 
lösung Aihrt, nämlich : 

y « — \/'2a» — 

m 

• ist also die Constante c einer gefundenen Integralgleichung 
in einem veränderlichen Gliede enthalten (oder durch Umformung 
hinein gebracht worden), so findet man die no<^ etwa vorhan- 
dene besondere Auflösung (Auflösungen), indem man nur die 
allgemeitte Integralgleichung, d. h. die Glieder derselben, in 
welchen die Constante e enthalten ist, in Bezug auf e differen- 
türt, den Factor von de gleich Null setzt, auf c reducirt und 
den für c erhaltenen Ausdruck, der eine Function von x oder 
oder von a: und p zugleich sein kann, rückwärts substituirt. 

Die Theorie der besondern Autiosungen iührt auf sehr grosse 
Weitläufigkeiten, wenn die Differentialgleichung von einer höhern 
Ordnung oder von einem hohem Grade ist, und wenn — was 
allerdings möglich ist — die besondere Auflösung daraus direct, 
d. h. ohne erst das allgemeine Integral zu suchen, abgeleitet 
werden soll. (S. Cauchj's le^ns T. II, p. 874.) 
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• Aufgabe. Man sucht eine krumme Linie von der Be- 
fichaffenheit, daas für jeden Paoet deraelben das Quadrat der 
Kormale gleich dem Prodaet aus der Summe der Abieisse und 
Sabnormale und einem constouten Factor, ist. In Zeichen: 

Auflösung. Zufolge § 49 ist: 
,.(..g) = a(..,g) 

a dp ax — y^ 

dy ia±S/\a^-\-ax- 
dx y 

ydy = iadx - \/\a'^ + ax -y'^ dx 

dx - ^^^^ " y^y 

+ c = v/Ja' + aa? - 

^. ~(ia~c)]<»4a*-oe "(i) 
Die gesuchte JUaie ist also ein Kreis, dessen Mittelpimcf*^- 

Absdflse » Ja— «, Mittelpunets-Ordinate sO nnd Radius » i^Ja*— oe 
(höhere Geom. f 20). 

Nimmt man die Constante e verltaderlieh, d. h. denkt man 

sich alle besondere Kreise construirt, welche in dem allgemeinen 
Integral liegen und sucht den geometrischen Ort der stetig auf 
einander folgenden DurchstlmitUpunete, indem man die Gleichung 
(1) oder auch die vorhergehende in Bezug auf c differentiirt, so 
folgt aus : 2 [ar — ( Ja - c)] • <'/c + ade = 0 ; 2j: + 2c = 0 , mithin : 
e^-x. Diesen Werth von c wieder in (1) substituirt, ergebt 
sich als besondere Auflösung: 

Die Linie, welche alle Kreise berührt (einhüllt), ist also die 
gewöhnliche Parabel. Denn schiebt man den Anfangspunct um 
\a zurück und setzt: x^i — \a^ so ist: y—^ai. 
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Zwniudiwaikngstef Brndt 



Ergänzungen zu den im ersten Baclie gegebeneu 

IiMiegrfttio]isiiwtho(k)i^ 



SM» 

Wo die im ersten Buche mitgetheilten Methoden, eine Function 
zo integrireo, nicht ausreichen, da idt es auch, ein paar selteue, 
specieile Fälle abgerechnet, b^i dem gegenwärtigen Zustande der 
Integral* Rechnung nicht mdglieh, das Integral in gesehlossener 
Foxm SU erhalten. Diese wenigen Fiinetionen, \m welchen die 
Integration dnreh linnreiehe Knnsigriffe gelangen ist, wollen wir 
hier naehtriglieh noeh mitdieilen^ um dadureh den Anftnger, 
der an dieser fast rein technischen Sache Vergnügen findet, 
yielleicbt au weitem Speculationen zu Teranlassen. 

I. Intqgratkin te eeht gehEmtaiMi latioaelUn fanetfamen. 

387. 

Für die Integrale f , ^ , C^xdx 

-t-px-^q lassen sieh auch, für voriiommende Fälle, allge- 
meine Fonneln auiWtellen, jedoch muss man dann awei Fälle 
unterscheiden, wo die einfachen Factoren des Nenners reell oder 
imaginair sind. 

1. Wenn die Wurzeln imaginair sind, mithin, wenn q positiv, 
«j-<f ist *) Bann setie man, um die hier unbequemen im»* 
ginairen Grössen zu vermeiden: 
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Setzt man einstweilen g—^ = a*, ic+Jp»M, mithin dx — du^ 

r dr r , 1 ^retiri^ 
und wenn man für u und a ihre Wertiie surfldEfletit: 



arotg ^ *'»»(i) 



Wire q^^t al8o4^-p<«0, «owäre der Kenner ein toU- 

konunene« Quadrat und es ist dann: J {x ^ip)* ^*^ S ^ 

2. Wenn die Wnndn reell nnd, mithin 7 entweder negatiT^ 
oder wenn positiv, dann doch ^>q* Dann setze man: 

/ da? r r du l yti-g\ 



da? 



1 .tet-y-i^^ 



Die allgemeine Formel für das zweite Integral ergiebt sich 
nun sehr leicht. £s ist nämlich: 

sß^+px-^qj (s + ip)^+q-^r 



mä wem man m-^f^^m^ nlio ibr«-iin und 

4 



q — i^w«* setzt: 
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wo nun das Integral iwohter Hand, je nftebdem nach For- 

mel (1) oder (2) zu nehmen ist. 

Für das dritte Integral hat man jetzt: 

a?«+p^+9 Js*-^ps^q Ja 



X - ^ px + q 



r(Ax+B)^ ^ ^A/(a..+p^+q) + fß - ^) f— (4) 



Um das Integral von -j--^ — ^rr^ zu evhalten, welches auf 

verschiedene Weise gefunden worden, ist es am tx quemsten, die 
theilweise Integration ansuwenden. Man hat nämlich ($ 201): 

J (a?« + a^)-:dx = (ar* -f a2)-raj - J*ar-~ii(a?»+a«)-(»+»>2ar<iaj 

Diese Glädiung auf das letzte Integral rechter Hand reducirt: 
2«aa f = ^ + f 2ii ^ 1 ) f—J^— 

/ dx 1 ^ t ^""^ r dx 

C^« + a*)»+» " 2a*» * (»« + 2<i*ii J <«« + a«)« 

Setzt man jetzt n+l-m, mithin «»oi— 1, so erhält man 
folgende sogenannte Reductionsformel : 

nach welcher man das ursprungliehe Integral auf ein anderes yon 

derselben Form reducirt, in welchem derExponent m um eine Einheit 
niedriger ist. Durch wiederholte Anwendung dieser Formel kommt 
man, weil m eine ganze Zahl, zuletzt auf das bekannte Integral: 

* dx ^ 1 . £_ 



s. 
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Man hat z. £. fUr m>»6: 



da: 



= 7r-^' j + ;r-7: — arc tg — , nuchia: 

dx £ 3j: 3 a; 



auf die vorstehende Keduetionsformel zurückführen. Mud hat 
nfimlioh: «+ip»ti, dx^du und ^-^^oa^ gesetzt: 

J^/x r ddp _ r //ti 

329. 

Gans auf dieselbe Weise findet man aneh die folgende Be- 
daetioaBformel: 

das 



J (o«-a;«)'" '2(i»-l)a«.(a«-aj«)-» 2(iii-l)aV (a«- 
Hiebei kommt man «iletit anf das bekannte Integral: 



da; 1 .a-¥x 



330. 

Setzt man: ; , — ^r— = V 



nennt den eisten Factor «, den andern dty und integrirt naeh 
S 201, so erhfilt man noch folgende awei Reduetionsformeln: 

in r jpP"^ p^l r gy^ifa 

J («• + a«)* " 8(»i-l)(»« 2(» - 1) J («• + 

IV r ^ jg»-* p-1 r ^-Hx 



318 



Das Integral von « dm findet maa durch Zerlegung des 

Factors von dx in P^rtialbrOehe. 

Zufolge AualyBis ^ \ '6\ sind sämmtliche ttWur^eln der Glei- 
chung ^ — 1=0 durch die Formel : 

X = cos —±1 am — — 
II II 

gegeben, indem man hierin, je nachdem n gnide oder ungrade, 

A = 0, 1, 2, 3. . • -4» oder * « 0, 1, 2, 3 JC« - 1) setzt. Die 

inreilfaeiligen einfachen Factoren von o^— 1, d* iu die Aieniier 
der geauehten Partialbrüehe tind mithiD: 

a?~cos — lain 

« II 

X — cos 4- 1 sin— — 

II II 

Ist « grade, so giebt es für ä = 0 und » zwei reelle 
Nenner x und o; 4> 1 ) die andern sind alle gepaart. Ist n 
ungrade, so giebt es nur einen reellen Nenner^ nämUfib ^ — I, 
für Ar ^ 0. Die andern Nenner sind gepaart vorhanden. 

Seien bod A^, A^« • * A« die Zfthler d^ nPartMlIyrttehe, welche, 
wdl die Kenner Formen eivten Grades nnd, nofhwendig eonilMit 
Min mOnen (AnaL f 149), ao hat mo: 

JP^ A| ^ A^ A^ 

27r . . 27r 27r . . . 27r 

x — om fsm — a? — cos Hism — 

» » na 

, ^ A. >..(.) 

x^coa ism — «-cos — + 

»II m n 



Ui n ungrade, so sind, den ersten Brueh — ^ ausgenommen, 

je swei Brücke gepaart vorhanden, ist jt grade, so ist der erste 
Bruch -^i- und der letate -^^<. 

Um den 2fth1er A| zu finden, muHrplieire man die ganse 
GldtthuBg nnt 1 und setae dann x^l (Anal, f HS), dann 
ist (weil md ^-l->6): 
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* ^-1 0' \9 j 

A. =r JL (weil aj»- 1 und « I) 

Um 2u finden, multipHcire man mit a;^co8 tsin — 

und setze dann jp- cos ^+ tsin dann ist (weil i): 

H II 

aji»»( « —CO» tun — 1 _ 

\ « n/ 0 



f —CO» -jj — tßin— l;?^;''-* 4- j;' 



(cos — +fim— ) 



IUP*"* 



- 1 / 2(»+l)?r .. . 2(p+l)7rK. , ^ 
» J cos ^ ^ + tsin ^ ^ j (Aüttl. % öö} 

Ebenso hat man fOr: 

■ » I II H J 

♦ II l II Ii ) 

Bind all^meiii It und K die Zähler zweier Brüche 

2j^<j^ 2Aiv 

mit den gepaarten Nennera x — cos i sin und 

II fi 

2Ä7r - '2kn . . 
j*.oo8 i-ism , so ist; 

fiL » » J 

» L II II J 

und die beiden Bruche selbst also: 
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— cos n-^ tsin — ^ -n * . r» • 

nun n A + Bt 



•2k . . 2& x^a~t* 
w — cos — n — t sm — n 
n n 

cos — tain — ^ — ^ . ^, 

n n n H A — Bt 

2* ... 2k °a?-«+]gi 
— cos — n + 1 sin — n « 

II M 

addirt man beide Brflelie, indem man, wie angedeutet, des beque- 
mem Schreibens halber, A, B, a, f , als Stellvertreter setzt, so ist: 

A + Bi A-Bt 2A(a:~a) 2Bf 



multiplieirt man jeden der beiden gepaarten Bradie oder ihre, 
rechter ;Hand stehende Summe mit dr und integrirt, so ist das 
Integral: 

« Ai[(a? - «)* + €«J - 2B arc lg 

oder, für A, B, a, ^ ihre Werlke Kurückgesetzt und beachtet, dass 

cos« — flT + sm* — ff « 1 : 
» n 

4- — cos iff • Ii - 2aj' cos — ff + 1 J 

1 n « \ n / 

——Sin — ^— ff«arcig — 



II n ^ . 2k 

Bin — TV 
n 

Denkt man sich die Gleichung (1) mit düp multiplieirt und in- 
tegrirt, so giebt vorstehende Formel, indem man darin 1(^1,2, 3« • 
setat, die Summe der Integrale von je zwei gepaarten Brüchen. 
Setzt man iba«0, so erhSlt man das Integral des ersten Bruches 
1 r dx 1 

— • I - = — liX" i) doppelt. Dies ist natürlich, weil wir bei 

W ^^ SB 1. II 

der paarweisen Vereinigung der Brttche den ersten als zweimal 
vorhanden fingirt haben, nämlich: 

1 1 1 2 x-\ 



n a?-l-0.t n *-l + 0«i n 
mit dx multiplieirt uud integrirt, ist das Integral also: 

= —i(a?-lJ statt — /(a?-i), 
Ä Ä II 
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Aus demselben Grunde ist, wenn n grade, auch der letzte 
Bruch, '*)-^ bei diesem paarweisen Zuaammenfaesen ak 

ft X + i 

zweimel vorhanden ane-enommen. Dies berücksichtigt, hat man 
folgende allgemeine Keductiousformel : 

fl II \ n / 

2k 

Sm — .TT 

n 

worin /r = 0, 1 , 2, 8 • |n zu setzen und vom ersten positiven 
Theil jedesmal die Hälfte zu nehmen ist, wenn der zweite nega- 
tive Theü yenchwindet^ was, wenn n ungrade, fUr ifesO, und 
wenn fi grade, ffkr k'^O und k^in der Fall ist 

Ganz auf dieselbe Weise findet man folgende Redaetions- 
formel (Anal^sis § 135): 

COS ^ — — 7t • /( JT* - 2a; • cos n+ 1 ) 

fl fl V fl / 

2Ä+1 

2 . (2i^^1)»+l) , ^-C08 — ^ 
4 — *Bin- — ^ff*arotg 




fl ^ . 2*+l 

sm ft 

n 

bei welcher Ittr ein ungnidea fi dieselben Bemerkongen gelten. 

3 1 

Beispiel. Sei p»0, fi»8, so ist für /(»O, — ^ 

.2» 



(ix 

j = ^ . J / (a; - 1 ) 2 + J . cosjn: • /( J?* - 2ar • cos Jtt + 1 } 



- . „ . aj-cosfjf 
~|8m^^.arctg-jgj^ 

dx . (ar-!)^ 1 2a; 4- 1 

x^-l * a?a + a; + l v^3'"®^ t/3 



*) Den Zahler dieses Bruches findet man ebenso, wie den des ersten. 
Multiplicirt man nämlich die Gleichung (1) mit x-\-l und setzt dann 1, 
80 ist: 

^£P(£Hhl) _^ jO__ Xf _^ XP^^ _ _1_ 

° £c"- 1 0 fia;""-* fMP" ~ fl 

Lübaeo, laünitediuAl-fiechauiig. 
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Anmerkung. Die beiden Formen: 



lassen sieh leicht auf die vorhergehenden zurttckAihren , indem 

" / 6 

laari im ersten Fall = öm und im andern ^ ~ * y setzt. 



Die im voihcri^ehenden § erwälinten Functionen lassen sieh 
oftmals leichter durch Substitutionen integrireu. Mau hat z.B.: 

J* xdx _ ^ / ' d-x'^ _ , r du 



s. 



n. lut^gntiim der inationalen f anotianMk. 

333. 

Wir haben schon $ 207 bemerkt, dass es nur sehr wenige 
Irrationale Functionen giebt, deren Integral sich in geschlossener 
Form darstellen liest, ans dem einfaehen Grande, weil in den 
meisten Fftllen eine solche Form gar nicht existb't. Zn jenen 
wenigen irrationalen Functionen gehört die folgende, das soge- 
nannte binomische Differential, welches sich unter zwei dazu 
günstigen Umständen rational machen lässt, nämlich: 

x^{a -^031^)9 

wo m, »j q ganze oder gebrochene, positive oder negative 
Zahlen sein mögen. 

Erster Fall. Wenn ^ eine ganze positive oder negative 
Zahl ist, dann setze: 



tt + - a«, mithin : x 



6- 
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1-1 



m 1 

6" «6" 



m 



Ist nnn, wie voiaiisgesetzt, ^ eine ganse podtiTe Zahl, so 

kana man da« Binom uuter dein Integtalze.ichen entwickeln und 

hat dann nur eine Reihe von Potenzen zu integriren. Ist — — 

n 

eine ganze negative Zahl, so erhält man eine rational gebrochene 
Funetion. 

11 + 1 V 

Zweiter Fall. Wenn — - — eine ganze positive oder 
negative Zahl ist, dann setze man, weil: 

6 + Äar"* = »», 

so wird die Function, indem mau in dem voriiergeheuden Integral 
«•+ — in m, — » in II, in b und 5 in a verwandelt: 

na 

also rational, wenn [-— eine ganze Zahl ist. 

' n q 

Beispiel 1. In Jx^{a^ a:^)-haa; ist i»«3, ii = 2,^=-J, 
^ 3 2. Man sets^ also ; 



n 



Beispiel 2. In JxHa*'¥a!^)-i'dx ist !i±i + ^.«-l 



21« 
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Man aetie also: 



Sa« (a« + x^fl 
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Foli^oiirie sechs Reductionslorineln mögen noch bemerkt werdeu, 
durch deren wiederholte ADwenduug das binomische Integral : 



J 



wenn die RationalisiruDg nicht möglich ist, in günstigen Fftllen 

auf ein V)ekaniitos oder doch einfacheres Integral zurückgefülirt 
werden kann (w, », p öind beliebig und p jedenfalls ein Bruch). 

£s ist zuerst: 



und durch theiiweise Integration : 



1. I a!*{a + 6aj^)'<*r = 



nbip-{- 1) 



Nach dieber Formel kann man also gleichzeitig den Expo- 
nenten p vergrössern und m verklenieru. 

Reducirt man auf das rechter Hand stehende Integral, so ist: 



m — »+ 1 



l 1»—»+ 1 J 



und wenn man m — n- m\ f 1 — //, mithin fn~m'+M, p=p'—l 
setzt und heruaoh die Accente wieder weglässt: 
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m+ 1 



Will mau bloss m Terklemern, ohne p zu ändern , so ^tze 
man das rechter Hand stehende Integral in I., nftmlich: 

« ^IdäC^-^ia + bx*)' + bx\ (a + bx'^y^dx 

^ajx'^~''ia+bx'')pdx+bjx^ia+ bx^ydx 

Substituirt man die rechte Seite statt der linken in I., fasst 
dann die beiden gleichnamigen Integrale in ein Glied zusammen 

und beachtet, dass 1 + ^ =-~~r^^--*^i so kommt nach 

gehöriger Keducüon: 




III. I sx^a+bx^yäx^ 



6(ift + np + 1) 



a(m — n+ 1) /* , , ^ , 



6(i»+ftiH-i), 

Reducirt man diese i^^ormel auf das Integral rechter Hand, so ist: 

a(in — n+l) 
o(i»-n + I)J 

und wenn man m — n = m', also OT = iw' + fi setzt und hernach 

den Accent wieder weglässt: 
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Will man p vergröeeeni, ohne m zu verändern, so setze 
man iu IV.: 

i/^-r»^x*^- ü ir^x"*- — i — ~-i-*a^^ mithin: 

60 ist: I ar^'*-{a+hs^ydx'={ 

SubHiiiuirf. man die reclite Seite statt der linken in IV. und 
fasst dann die gleichnamigen Integrale in Kind zusammen, so 
hat man nach gehöriger Keducüon: 

V. I ar«'(a + 6d?")''<te = < 

Um // zu verkleinern, ohne m zu verändern, reducire mau 
V auf das Integral rechter Hand, so hat man: 




f» + » + fip + 1 



Setzt man p+i^p\ also p-p'-^ly tind lässt im Hesiütat 
den Accent wieder weg, so ist: 



VI. I a^.(a+&a;")f = 

Anmerkung. Sollte eine dieser 6 Reductionsformeln ein 
Glied » OD geben , so ist die Formel unbrauchbar. £s ist dies 
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dann aber ein Zeichen, daes das binomiflche Differential Bich 
rational machen l&sst und nach S 838 integrirt werden kann. 



Aufgabe. Mau soll das Integral: 



f- 



finden, wenn m eine ganze Zahl ist. 

Aufl()sung. IJier passt offenbar die Formel III. (§ 334), 
indem hier » ~ 2, p-—i ist, daher : 



Durch Wiederholung dieser Reduetion wird der Exponent m 
jedesmal um sswei Einheiten kleiner und man kommt zuletzt, je 

uaclideni m grade oder ungrade ist, auf die bekanüLeu Integrale: 



/dx r xdx r 

S/l-x"^ J t/l - jc« 

Es ist hier also allgemein: 

1) m grade: 

/'«"•«iap w- — -ri , l-(m-l) . l-8-5'»(w-l) 1 

Lm {m-2)'m 2 «4' 6 m J 

1 .3.5 . • . (»i- 1) 
+ T~rT ^ arcsmd? 

Ii) m ungrade: 

Jl/lZii L« («-2) f» ^ ^1.8 ö-7 mj 

Hiernach hat mau z. B. : 



"-—Vi — ^> +4arcsmj; 



/j:4^ */; yr^' 1-3 "1 . 1-3 
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Aufgabe. Man boH öbm Integral: 



finden, wenn m eine ganze Zahl ist. 

Auflösung. Nach Formel IV. (§ 334} hat man; 

Durch Wiederholung dieser Keduotton kommt man suletst, 
wenn m ungrade ist, auf: 



dx 



Um dies Integral zu finden, setze mau: 



Beispiel!, r — ^ — ^^¥l,srrz^+^f— J!£ 

Beispiels, f g-ij/rr^n,-^^"^* 

^ aray^l^a?« r dx 

J oj^V^l x*^^ xj 
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Schliesslieh betrachten wir noch als hieher gehörend, das in 

der Mechanik vorkommende Difiereutial: 



wo m eine ganze Zahl ist. 

Dnrefa Umfonnung desselben in: 

= hat man: 

mithin naeh |B34, Formel III., indem hier 6»*-!, 
ist und m— i statt m steht: 

f;r-»(a-^)-»«te — raP-l(a-^)-*to 

oder weil af^ = ^"»-»a;* und a5"~l» a;*":* 

Durch Wiederholung dieser Rednetion wird der E^onent m 
jedesmal um eine Einheit kleiner, und man kommt aületat auf 
das aus S 207, 2, bekannte Integral: 



are sin 



m. Intigniliflii der Kiiiiflmdkiüi. 



Um aunihshst die Integrale der Ereisfunetionen: 

sin*g*cos*g«{g, sin«»g*«üg, eoiFxdx 

zu finden, wo m und n ganze positive oder negative Zahlen sind, 
konnte man: 

, lAi 

sin^^u, mithin cos o; »vi — und ffr , i 
' VI - 

setzen, und dann unmittelbar die in ( 334 aufgestellten 



Digitized by Google 



330 



Redaetionsformeln iinweiideD. Man kann hier aber auch fol- 
gendermaassen verfahren. Es ist zuerst: 

Bin^s* eoB^stkp — än'^'-^iß • cos**^ sin xd^ 

folglich nach der theüweibeu lutegration: 

I. I sin"*^ eo&'*aäx = ; H r 1 sia"-* • co8»+* 

J fi + 1 » + 1 J 

Durch diese Reduction wird der Exponent m jedesmal um zwei 
Einheiten vergrdssert und gleichzeitig m um zwei Einheiten rer- 
Ueinert, was zu Statten kommt, wenn ft negativ und m positiv ist 

Will man bloss m verkleinem, ohne n zu vertodern, so setze 
man in I.: 

eos^*« « eo*»«(l — mn^w) — cof^^r— co8»äp» üa'^a 

so kommt nach gehöriger Reduction: 

„ r. . sin»-*»«C08'H-tjp M*l T o j 

Redueirt man diese Formel auf das Integral rechter Hand, 
setzt dann «i - 2 also w « -I- 2 und schreibt zuletzt wieder 
m statt j»', so ist: 

III, isiQ*d?oo8*^dlr » ; 

+ — — I s 

m+1 J 



Redueirt man Formel I. auf das Integral rechter Hand, setzt 
m-2^m% 11 + 2»»' etc., so ist: 

IV. I sm^a; co&^xda: — 



m+1 



Setzt man hierin: 

8in"»+*a? = 8in»!F( 1 — cos«iP) « sin^o? — sin"»»» eoB^x 
so erhAlt man durch eine ähnliche Reduction wie fUr Formel II. : 

V. I sm"»j? eos*ar = h I sm<"j?co8"-**fla? 

J w* + r» ffi+«J 



m 

Redueiit iiian diese Formel auf das Integral rechter Hand 
und setzt dann n statt »-2, mithin »4-2 statt », so ist: 

MIl*H-1^.C08^*aP 



[. ^ sm^ge 



VI. I sm^x coB'^xdx « - " 



« + 1 



»+1 J 



Setzt man in die II** der ToiitdMmden aec^ Redueüoiisfoniielii 
ftesO, 80 bat man: 

und durch Wiederholung dieser iieduction; 

8in--«a:(to « jj^;^ + 1 ain— *jr<te 

1) m grade: 

T r • j COSurf • -.1 . . 3.5..(fii— 3)(w»— 1) , "] 

I. Jsm'^wto«-— [ain-ia?+^am«-3^+..+2^^ 

^ 1.3.5....(m-3)(m-I) ^ 

2) m ungrade: 

r. . CO0»r . • m-l . . 2.4....(m-3)( m-l) l 

Setzt man in Formel 11. § 338, »1 = 0, so giebt dieselbe 

1) n grkide: 

Js'maf n-1 . 3.i>..(i^-3)(«-l) 1 

1.3 (n-3)Cn-l) 

^2-4 (il-2)ii^ 

2} n ungrade: 

J* . sinajf . n~\ ^ r2.'l....(«--3j(/4-in 
coi^^da,:»-_[^cofl-«;F+— coB'^^+^+LlX::.^^ 
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IV. Integntum einiger tramoendenten FnnotiMnMB. 

340. 

Die einzige Kegel, welche sich für die Integration transcen- 
denter Differentiale geben lä«Rt, ist: die theilweise Integration 
oder Substitutionen zu versuchen. Ein paar der wichtigsten 
Fälle wollen wir hier mitfcheileu. Man hat z. B. durch theil- 
weise Integration: 

JVco9fW7f/aP = C08iM7-e'+fi^e''8iu nsda^ 

Multiplicirt man letztere Gleichung mit — n und addirt sie 
dum zur ersten und fasst die gleichnamigen Integrale in Eins 
zusammen etc., so hat man: 

r _ . 8iniU7 -- ncoanx \ 

je-uana,^^[ — ) 

Multiplicirt man dagegen die erstere Gleichung mit n und 
addirt sie dann zur zweiten, so hat mau zugleich auch: 

/. / cos fur + n sin na; \ 
e'co8«**to = .'.( — ) 

Ebenso findet man: 

J r"-' Buixäx =» — 07"-.* OOS a? + (» - 1 t^-^cosaäx 
Mithin die Beductionsformel: 

Ja» - eos^d^ = a9*'<(d^8ind^f ncosoß) - «(»— 1) Jasf^^eoaxds 

Beispie le: 

2. J*-(te).-l-^_ ^__J^.(te)..d« 
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Letztere beiden Gleicbungeu addirt, kommt: 



34L 



Folgende beiden Integrale verdienen noch bemerkt zu werden, 
nämlich : 

/sin (f/ijc + m) cos (px + 0) rüx und j • 
^ / 1/ j a+6co8» 

Man hat zuerst (Trigon. ( 100, 38) : 
^ Bin {mm + n) « cos {p9 + = ij^siit [(m + j?)^ + n + 4] da? 

+ i^öiu [(m — j») + - rfiD 

/• / . % ^ . cos |(i»4-ü) aj+w-fo] 
Bm {mx + ii)co8(pa? + <!) <ster « 2{m+p) 

cos [(m— p)a?+ii~^] 

Für das andere Integral iiut man, cüh^ j^p — sin^ ia; statt 
cosd? gesetzt: 

/ dx dx 



^ dx 



Digrtized by Google 



884 



Ist nun erstens: (»>fr, dann kt: 



^ 2 1 //tg 




^£ ^ 2 / ifti 



2 , 

Ist aber zweitens: a<d, duun iiai amu aus (1): 

r/ar ^ J tg^jT ^ 2 / du 

a + b eosx " 1 b±a _ ^ h^ü I b + a 

I b^a ^ ^ r 6-a 

/ dx 1 ^ /Vb+a-^igjx- \/b~a \ 

Ist endlich drittens : a » &, so liat mau : 



. ij i^ud by Google 



895 



Dreiundzwaiizigstes Buch. 



Eigenschaften bestimmter Integrale. 



Es ist bereits erklärt, wos man unter hestimmtcMn Integral 
versteht, und wie dasselbe aus dem unbestirninten oder allge* 
memeu Integrale gefunden wird ($$ 221, 222). iat nämlich: 

Jf{x)(ls=-F(x)-^C, so isl;^ 

wobei jedoch die nothwendigcn Bedingungen zu berücksichtigen 
sind, dass: 1} /Ix) nicht vieldeutig i^t und sowohl für die Gren- 
sen selbst, als auch innerhalb des ganzen Intervalls x-^Wq stets 
eontinuirlich sein muss, also weder imaginair noch unendlich 
wird, und 2) dass f(x} innerhalb des Intervalls immer dasselbe 
Vorzeichen hat (§ 234). 

Der Anfänger wird wohl thun, x als Abscisse, f(x) als Or- 
diuate und das bestimmte Integral als Summe unendlich schmaler 
Rechtecke zu denken. 

m 

Hat f{x) in gleichen Entfernungen (links und rechts) von der 
Mitte des Intervalls gleiche Werthe, so braucht man nur dus 
Integral von der Mitte bis zu Ende oder von Anfang bis zur 
Mitte des Intervalls doppelt zu nehmen. Man hat z. B. aus: 

^cos xäa = sin + C 
+J 



Gosxdx = 2 I aosivda: = 2 



0 Jo 
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Sind aber die eiwShnten) ron der Mitte gleichweit entfernten 
Werdie von entgegengesetsten Yoneidien, so bestellt das Integral 
aus zwei gleichen entgegengesetzten Summen und ist also nicht 

in geomctriscbeiii^ äonderu in rein arithmetischem Sinne genom- 
men, 0, z. B. : 



J; 



n 



Die bestimmten Integrale fUhren oftmals auf unerwartete, sehr 
meiku urdige Kesultate. Ein paar Beispiele mögen genügen dies zu 
7,eiG;en, indem wir wegen weiterer Verfolgung dieses nnerschöpf- 
iichen Gegenstandes auf grössere Werke der Integral-Kechnung, 
%, B. Cauchy's, oder auf Minding's Integraitafeln verweisen. 

Aufgabe. Man suche den Werth des folgenden bestimmten 
Integrals: 



0 + 

A u f 1 ö s u n g. Zufolge % 32ö i^'ormel 1. hat man (» als gana^ 
Zahl genommen): 



dx ^ 1 m 2»- 3 r 

(l-fo?«)»"" 2(»-l) ■ (l4-a;«}«-i "^gCtt-lJj" 



dx 



der vom Integralxeiehen befireite Theil wird fttr jede der beid«D 
angegebenen Greusen ^ 0. Wir können ihn also weglassen nod 

haben dann successivc: 

dx 



(ix 2u - :t r* 

J** dx 2«-_5 p dx 

0 (l+a?«)--» "2i»^4jo (1+^«)»-* 



dx 
dx 



0 1 



TT 

2 
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Multipliciren wir diese Gleichi]no:pn mit einander und lassen 
dann beiderseits die sich liebenden Factoren weg, so ist: 



Aufgabe. Man suche den Werth des Integrals: 
Auflösung, Man hat hier zuerst: 
hieraus folgt für die angegebenen Grenseo {% 83) suceessive : 




» • • • . 



(2»-. 2) * 2* 



846 





folglich duieh Multiplieaiion etc. : 




847. 



Aufgabe. Man suche Rowohl für ein grades als auch un 
grades n den Werth des Integrals ; 



Attfldsung. Zufolge % 885 hat man ittr: 




1) n grade 
P ai^d» 1 '8-5 (» — 1) 7t 




22 



üigmzeü by CjOO^Ic 
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2) n ungrade 

* x'*äx 2 • 4 • 6 (» - 1 ) 

0 V^l - «2 ~ 3»ö-7 » 



Anmerkung. Weil in beiden Integralen lür die äusserste 
obere Grenze, . ^ unstetig wird, so scheint hier ein Ver- 

stoHs gegt n die $ 342 erwähnte Bedingung gemacht zu sein. Die 
Richtigkeit des Integrals ergiebt sich aber, wenn man dasselbe 
als eine asymptotische Flllche betrachtet, wie in $ 229 oder auch 
zufolge S 228, Anmerkung. 



Weil dio PotonzL'ii von echten Brüchen desto kleiner werden, 
je grösser der Exponent ist, so ist für alle Werthe von x zwischen 
0 und 1 von folgenden drei i^uuctionen: 

die erste grösser, die letzte kleiner als die mittlere. Dasselbe 
gilt offenbar auch, indem man ein Integral als Summe betrachtet, 
Ton den drei Integralen: 

Jov^r^' Joi/r^' Jo»/r^^ 

Sei nun n eine grade, mithin it — 1 und auch n + 1 eine un* 
grade Zahl, so ist nach Torhergehendem Paragraph: 



V 0 

/' 

%/ 0 

f 

«/ 0 



x!*~Jdx 


24. 


6*S * • ' 


-•(»-4)(il-2) 


Vi - a?« 


8-5. 


7.9* . . 


• •{fi-8)(fi— 1) 


x^'dx 


1 


5 • 7* • ' 


'••(«- 3)(n — 1) 


sTf-x^ 


2-4- 


G 'B* • ■ 


(» — 2} •» 


^■^}dx 


24. 


■ 6 • 8* • 


•••(fi-2) 11 




8*d< 


7.9. . < 


.-(fi-l) «+1 



0 

Das letzte Integral weicht vom erstem nur in dem Factor 

ab. Für ein sehr grosses n werden beide Integrale näherungs- 

weise und für n - 00 vollkommen gleich , weil dann der Bruch 

11 1 1 

■ = - — ■= ' — j- 1 wird. Das zwischen beiden liegende 
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mittlere Integral wird also für « = oo jedem gleich. Dies giebt 
uns nun den bereits von Wallis gefundenen merkwürdigen Aus- 
druck für die Zahl Es ist nftmlich, wenn man die Faetor- 
reihen bis in's Unendliche fortlaufen lässt: 

71 2 • 2 • 4 • 4 • 6 • 6 »8 • 8 • • • • 
1-3 3-5*ö»7.7-9 • • ~ 

349. 

Von wissenschaftlichem Interesse, namentlich fttr die Wahr- 
seheinlichkeitfl-Rechnung, ist die Bestimmung des Integrals: 

— » 

Dieses Integral lässt sich auf verschiedene Weise finden. Wir 

wählen hier Cauchy's Verfahren, welches Encke im Berliner 
astronomischen Jahrbuch für 1834 mittheilt. 

Cauchj betrachtet daselbst zuerst das doppelte integral: 



+C0 4-«D 



welches in geometrischem Sinne das Volumen eines Körpers be- 
deutet, für dessen OberÜäcbe: 

, = (i) 

die Gleichung ist, und wo also y ganz unabhängig veränder- 
liche Grössen sind , die sich beide von () bis ± oo erstrecken, 
mitbin dieselben Integrationsgreuzeu haben. 

Integrirt man erst in Bezug auf y und setzt einstweilen den 
Werth des unbekannten Integrals: 



e'^'äy = h^ so ist offenbar: 



4.» -l-oo 4.« 

^le-'^dX' ^e-^dy^li* Je 



—06 —CD — • 

mithin, wenn man jetzt nach x integrirt: V3=L* («) 

Denkt man sieh in der Gleichung (1) y^O und dann für 
alle möglichen Werthe von x^mO bis ^»±09 gesetst, so erhält 
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man einen durch die Achsen der 
X und z gelegten Durchschnitt 
(eine asymptotische Fläche, wo- 
von nur die eine Hälfte ABK dar- 
gestellt ist). 

Es ist nun leicht einzusehen, 
dass alle Durchschnitte durch die 
Achse der z einander vollkommen 
gleich siud^ denn die Entfernung 

eines Punctes, Q, in der Ebene der iC, i/ ist = ^x^~+yK Alle Puncte 
in der Ebene der j:, y, die gleichweit, um AQ=r, vom 
Anfangspunct A entfernt sind, mithin in einem Kreise, m/n, liegen, 
für welche also =r'^ ist, haben offenbar einerlei nämlich: 

a = MQ; folglich sind alle erwähnten Durchschnitte gleich, 

und man kann sich den Körper durch Umdrehung der asympto- 
tischen Fläche ABK, um die Achse der s entstanden denken. 
Denkt man sich die mit den Radien r und r + dr in der Ebene 
der jt, 1/ beschriebenen Bogen mw, rm zu ganzen Kreisen er- 
gänzt und in denselben Cjlinderflächen, senkrecht auf die Ebene 
der j:, p errichtet, so erhält man offenbar eine unendlich dünne 
sogenannte Cylinderschale, deren innerer Radius = r, deren Dicke 
= dr und deren Höhe z-^ e~'^. Es ist demnach das Differential 
des Körpers: 

dV^2rn'e-'''dr. 

Das Integral muss nun, um den ganzen in solche unendlich 
dünne Cylinderschalen (Elemente) zerlegt gedachten Körper 
zu erhalten , offenbar von r = 0 bis r = oo genommen werden, 
daher, weil allgemein: 

Je-r'rdr=^-ie-'' +0 

f%T> 

V-27rJ e-'ydr = 71. 
Mithin ist vermöge Gleichung (2) = yr, also L = daher: 



^ e-''dx = v/tt und 



e-^^,dx = i[/7T. 
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VienuldzwaiizigBtes Bach. 



Integration dnrch Differentiation nnter dem 

Integralzeichen. 



Eine sehr weit greifende Methode, unzählige, sowohl bestimmte 
als unbestimmte Integrale zu tinden, geht aus dem schon von 
Leibnitz aufgestelltun Satze herv^or, dass es einerlei ist: ob 
man von einem zu integrirenden Differential, a)äa:^ in Bezug 
auf eine darin Torkommende unabhängige constante Grösse 
(Parameter), zttvor die Derivirte nimmt and dann integrirt, 
oder ob man erst integrirt und dann in Besag auf Jene Constante 
die Derivirte nimmt. 

Um suerst den 81nn dieses Satses richtig auf^nfasseo, möge 
ein Erlfluterangsbeispiel voraufgehen. Es ist s. B.: 



Differentüren wir die Function unter dem Integialzeidien In 
Bezug auf a und dividiren durch da (indem man s als ooostaiit 

betrachtet), so ist: 

Differentüren wir dagegen das zuvor gefundene integral, so ist: 

da 

also ganz dasselbe wie vorhin , wenn man daselbst die willkttr- 

liche Constante C 0 setzt, oder auch dem letzteren Resultat 
dieselbe willkürliehe Constante C hinzufügt. 

Um nun die allgemeine Richtigkeit dieses Satzes einzusehen, 

braucht man in: Jf{^-> a + Z^nr statt a zu setzen, so 

ist, wenn man die Aenderung des Integrals mit a)ds 
bezeichnet: 
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SP, flf + ^) — fix, a)]dx 
und wenn man jetzt f(Xy a + Aä) entwickelt ($ 161): 

^«J a)dx=J [fix, a) + fn{x^ «) Aa + f{x^ a)]dx 

Geht man jetzt auf die Grenze über, so ist für Aa » 0 : 

ä'iSfix, a)dx) Cd- {fix, a)dx) 
da J da 

351. 

Dasselbe Verfahren Icann man offenbar^ wenn die Gonstante a 
nicht verschwindet, beliebig oft wiederholen und dann aus einem 
gefundenen Integral so viele neue ableiten, als man nur will, und 
welche man auf direete Weise schwerlich gefunden haben würde. 

Da nun die durch DÜTerentiatioo unter dem Integralzeichen 
gefundeneu allgemeinen Integrale (indem man jedesmal eine will- 
kürliebe Coustante, c, hinzufügt) für jeden Werth von x und ß, lur 
welche selbstverständlich f{x^ a) stetig ist, gültig sind, so ist auch : 

(JJ/'"'"H ^ C^'ä . (fis, a)dx) 
äa J da 



Beispiel 1. Wir haben z. B. : 
und durch Dillerf^ntiation in Bezug auf a: 



— "ladx x_ _1_ _l^ m 

dx X 1 ä. ^ rt i \ 
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Ferner hat man aus (1): 



0 a«+flp* a 2 

und wenn man in Bezug auf a dilferentiirt: 



I. 



fix jT 



o(a« + a?«)« 4a» 

Dies letztere ht stimmte Intefirol erlmlt timo also direet aus (1), 
ohne erst das aUgemeine Integral (2) entwickeln zu brauchen. 

Beispiel 2. Durch wiederholtes Differentüren (welches wir 
rechter Hand nur andeuten) erhält mau aus: 



— — • arc ti? ~- + C 



/, I (a-*-arctg-^) 



d"(a""*arc tg-^ ) 



r 



1.2-3 ttdx TT rf»'(a~^) l'3-6«>*(2ii-l) fr 

und wenn man jetzt a « 1 setzt: 

f/j* 1 • • ■ ■ • {•In ~ \ ) 71 



Beispiel 3. Durch wiederholtes Diffierenüiren der beiden 

Integrale : 

in Bezug auf a erbftlt man (Cauchj T. II. pag. 76): 
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0 

m 

Eine andere Methode, bestimmte Integrale zu finden, bestellt 
in der sogenanaten Integration unter dem Integralseichen in 
Bezug auf eine als veränderlich betrachtete Constante (Parameter) 
und beruht auf dem Satz.e, dabä bei Bestimmung eines Doppel- 
integrals ; 



rj 



f(x^y)dxdy 

die Ordnung der beiden Integrationen beliebig ist, d. h. wenn 
a?, y von einander unabhängig sind und f{x^ y) innerhalb der 
angegebenen Grenzen stetig ist und kein Zeiehenwechsel Statt 
findet, so ist es einerlei, ob man erst in Bezug auf y und dann 
in Bezug auf x oder umgekehrt erst in Bezug auf s und dann 
in Bezug auf y integrirt. Dieser Sata folgt schon auf anachau« 
liehe Weise aus % 257, läset sieh aber aueh folgendennassen 
beweisen. Es ist erstlich ($350): 

da J.. da 

Man setze : F(d;, a)^-\ V «) * da 

mithin: F(iP, a)dx=-\ a)da*da^ («} 

V «Co 

^•^y^^ -A«,«)^ (.) 

Die in (2) und (3) erhaltenen Ausdrucke in (1) substituirt, ist: 

d' i I "f(x^ a)dadx - | /(ar, a)dxda. 
Das Zeichen d bezieht sich auf a« Integrirt man also in 



845 



Bezug auf so ist, weil die Zeichen / uod d sich heben, wie 
behauptet: 



Vorgtehender SiUz, Uber die willkürliehp Aufeinanderfolge der 
Integrationen, lässt sieh offenbar auf dieselbe Weise auf vielfache 
Integrale ausdehnen. 

Um nun zu zeigen, wie mao durch Anwendung desselben 
bestimmte Integrale finden kann, zu welchen die entsprechenden 
allgemeinen Integrale nicht zu finden sind,, nehmen wir folgen- 
des Beispiel. 

Sei fli eine positive Zahl, so folgt ans: 



m 



0 ffi 



Multipliciren wir mit dm^ so ist: 



0 III 



m 



oder: j | s^-*dxibn^\ — (i) 

Integriren wir also erst in Bezug auf m, indem wir als 
eonstant behandeln, so ist (S 195, 3): 



/ 



Wird dies in Bezug auf m gefundene Integral linker Hand in 
(1) substitttirt, so ist: 
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Aufgabe. Mao suche, was aus dem Integral: 



0 



wird , iadem niao es mit da multiplieirt; und dann von 0 » 0|, 
bis a integrirt (a, als positiv vorausgesetzt). 



Aui'löäung. Mau hat hier: 



i 



l 

a 



a 



Nun ist: i c^^'rfa + C 



i 



»3: , 



368. 

Von den ttbrigen versebiedenen Metboden, bestimmte Integrale 

zu finden, erwähnen wir schliesslich noch folgende von Laplace 
und die darin besieht, das gesuchte Iiiteij^ral durch Differentiation 
in H('/.\i<r auf eine Constante, erst auf ein anderes leichter zu 
tindendes Iiiiegrul zu bringen, ans welchem Bich das eigeotlich 
gesuchte ableiten iässt. Man habe 2. B. das Integral; 



• 

0 



2u bestimmen. Setzt man dasselbe » u und differentiirt in Besug 
auf b, so ist ({ 350): 

du 



ab 



-J ^sii 
Durch theilweise Integration hat man nun: 

2a* 2a* J 
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Der vom Integralzeichen befreite Theü verschwindet fUr a; = 0 
und für x= oo^ daher : 

ü 2a V 0 

folglich auch, weil das Integral rechter Hand = u geaetet worden 

und wie oben gefunden, das Integral liuiier Hand «=~^ ist: 

110 

(fu b , du h ' db 
»der: /(^)"-^ 



ß-^a^ COS = c • e *■* 

0 



Geben wir der ■willkürlichen Constante den Werth, weichen 
daa gesuchte Integral für 6»0 erhält, nämlich; 



f. 



e-»'^^dx « ^ (f 349), 60 hat man: 



* i/ - — 

0 



Anmerkung. Mehreres Uber bestimmte Integrale^ so wie 
auch die sogenannten Gamma- und Beta-Functionen und anderer 
Eul erwachen Integrale findet der sieb hierfUr Interesairende in 
Cauchy^s grösserem Werke. 
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Fänfündiwanzigstes Buch. 



Euler's Summationsformel. 



359. 

So wie die DifTerential-Recbiiiing angewandt werden kann, auf 
iDdireete Weise Reiben zu summiren, indem man you einem 
bekannten Fall ausgebt, so lässt sieb auf ftbnliebe Weise aueb 
die IntegrvURecbnung sur Summation der Reiben benutzen, indem 
man statt auf beiden Seiten die Derivirten zu nebmeu (§ 87), 
auf beiden Seiten mit äx^ oder aucb mit tp{x)äXj multiplieiit 
und dann integrirt. 

Man hat z. B. (Analjsis S 77): 

jjQ /jj3 ^4 

-jr) = aJ + Y4-y + y4- 

Muitiplieirt man beideraeite mit äx und integrirt, so kommt: *} 

•P^ «r^ «2?^ 
a,+0-,)j(l-,). _ + _+_+_+. ...{.) 



^> Setst mao 1—« = «, also «h^^dm^ eo hat mau: 

— J^<(i ^^)dx »J^/ii-dii» 

- J 1(1 -x)dx={l - x)l{\ -j?)-l + » + c 

Wdl für a; = 0 die Summe der Reihe - 0 ist, so miiss auch das Intagnl 
für »sO TandkwindieD, folglich die ConstantB «»i «ein. 
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Setzt man i, 90 ist ($ 84): 

l = 4- A +• • • • in inf. 

1 2 2 3 3-4 4.5^ 

Multiplicirt man die Gleichung (1) beiderseits wieder mit dic 
und intcgrirt, so koiiiml: 

Setzt mao x«], so ist (S 84): 

1 1 1 . p 



• 1.2*3 2.3.4 3-4 5 
Setzt man st 4, bo ist (weil -i/(^)»|l2): 

Wir erwähnen jedoch diese indirecte Methode (deren es 
noch mehrere giebfc, nur beiläufig, indem wir, in Betreff der 

Summation der Reihen, hier nur ein directes Verfahren, nämlich 
die nach Euler benannte Suimn itionsformel mittheilen wollen, 
weil sie in vielen Fällen nützlich ist. Eine aligemeine Methode^ 
alle Keiheu zu äummiren, giebt es nicht. 



860. 

In der Voraussetzunu , duss die Function <jp(£c} eowolil , als 
auch ihre eämmtlichen Derivirten stetig sind, sei tp{x) das allge- 
meine Glied einer Reihe, die entsteht, indem mtinx^a^g, rr^ 

+ 2A, * . • - «p^i +fiA setzt Die Summe dieser Reihe wollen wir 

mit bezeichnen, so dass: 

2y>(x) = (p{xJ+(fixQ+h)-hff{xQ-^2h)+' . • +y(^o+w«)* • *(*) 

Euler lässt nan die Summe von den Derivirten ^'{x}^ <f"{x)" 
und von dem Integrale tft(s)dx abhängen, zn welohem Resultat 

man folgendermasseo gelangen kann. 
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Zufolge S 272, (3) ist: 



«•+"* 

Addiren wir diese Gieichuugen (2) und bemerken, dass: 

etc. ete. 

so ist, ind» in wir, des bequemeni Schreibeus halber, die Grenzen 
nicht andeuten, jedoch im Sinne behalten: 



wo nun rechter Hand jede Summe von dem beliebigen Ausgangs» 

Werth von x—jCf^ bis zu dum beliebigen Eudwerth von x- Xf^+nh^ 
linker Hund das Jategral aber von Xf^ bis Xf^+nh-^h zu nehmen ist. 

Weil die Gleichung (8) allireniein für jede Function von x 
gültig ist, so kann man linker Hand statt fif ix) ■ dx auch /y'(df) -rfa?, 
/jp"(s) »«C^, • • • * setzen und hat dann gleicherweise: 



A^ 

<p' {x)dx t= k • 2ip\x) + — '2<p"{x) + 
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MultipHoirt man die erste dieser Qleichungeo ini6 athj die 
zweite mit a'A^, die dritte mit ce*h^^ • • • • und addirt sie alle 

zur vorhergehendeD Gleichung (3), so lassen sich die Coeffi- 
cienten «, a', a", • • so bestimmen, dass die Summen vy/(a-)^ 
2q>"(x) • • • • • alle eliminirt werden. Damit nämlich bei der 
Addition der Glcicbungcu; 



die Functionen 2^"{a:)^ herausfallen , müssen die 

fraglichen CoeiBcienten a\ a\ a" * * • * so bestimmt werden, 
dass sie folgenden, nach einer in die Augen springenden Recur- 
sionsregel zu bildenden Oleiehungen: 

/ « 1 A 

a + h = 0 

12 1 -2.3 

1 Q ) (*) 



" "^1.2 1.2-3 1-2-3. 4 5 " 



Genüge leisten, wis, wie man siebt, möglich ist. Die erwfthnte 
Addition giebt dann für die gesuchte Summe die Gleichung: 



+ •••(») 



8eL 



Eine allgemeine Formel auizustellen, nach welcher man jeden 
der immer kleiner werdenden Coefüclenten o, a , a ' • • • • direct 
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berechnen könnte, würde anf grosse WeiÜftufigkeiten führen. *) 
Es genügt aber, nur die zwei^ drei ersten zu bestimmen, und 
diese erhlüt man leicht aas den Oteiehungen (4), nämlich: 

a«^4, «"*0, '^^O^ «^-jnrtnr 

Substitairen wir diese Werthe in (5) und beachten zugleich, 

dass offenbar J^'{a)dx ^ ^(x)^ j 9"{x)ds^ ^'(a)^ so ist die 

allgemeine SummatioDsformel : 



Bei der Anwcndun«: voiatehtuder Summationsf »rrnpl ist jedoch 
nicht 7.11 vergessen, dass wenn linker Hand die iSumme 
von dem beliebigen Ausgangswerth (p{j:„) bis zu y(j;^+nÄ) ge- 
nommen werden soll, sämmtliche Integrale rechter Hand, nämlich 

auch die vom Integralzeichen befreiten integrale <f.{j;) = J y'(j7}c/ic^ 

tp(x) ^ ^f"(x)dx^* ' ' • alle innerhalb der Grenzen von x„ bis 

X(^ + nh-{-h genommen werden müssen. Will man auch noch 
diesen kleinen Uebelstand beseitigen und die oberen Grenzen auf 
beiden Seiten gleich haben (die unteren sind es ja), so kann 
man dies folgendermassen bewirken. Es ist (( 234): 

j^(x)ds = J y(ar)rfa? + J^x)äa! 

oder, das zweite Integral rechter Hand in eine Reihe entwickelt 

272, (3)), und diese substituirt, kommt: 

J f(x)ds «J 9(a?)da?+ *• + j^gf '(») + jTgTg • • • ♦ • 



*) Man sehe hierüber KlugeTs maüieinaiisches Worterbuch 4. Theil, 
oder Lacroix T. III. in 4", woselbst auch gezeigt wird, dasa alle Coel'fi- 
denten init gradem Index =0 sind, und dasa sie alle sehr isach abnehmen, 
«aeh oMai W e i b ar eioBusehMi iat 
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wo nun rechter Hand in allen nach dem Integral folgenden 
Gliedern x^^-i-nh statt ^ gesetzt werden muss. 

Da es femer einerlei ist, ob man Xf^-^nk-^h statt x in (f>{x)^ 

in if>"{x)- ' " oder statt dessen, x^^-^nh statt xf, in y(a;+A), 

in <jf)'(jr + A), ^"(^r -f- /*)••• ♦ setzt, so kommt, wenn man diese 

Ausdrücke .statt </(jr), tf>'{x)^ fp"(x) , in die Summaiions- 

formol § 3C1 substituirt und zugleich f{x + h)^ (p'(x-{-h) 

entwickelt, für die rechte Seite der Summationsformel : 

- 4y(^) ~ "2 " 1T4 * 'f' '^^^ 

h 



oder gehörig reducirt, für die verlaugte Summationsformel: 
2<p{x)^^ f{x)dx-\-i(p{x)+~ 

wo jedoch auf der rechten Seite noch eine Constante hinauge- 
setzt und dieselbe jedesmal so bestimmt werden -muss, dass 
für x^Xq die Summe "'^»(a;^) wird, weil, wenn man die 
rechte Seite innerhalb der Grenzen <f{Xf^) wid (f{xQ + nh) 
nimmt, das Glied g^ix^^) von der Summe ausgeschlossen sein 
würde. 

Es ist einleuchtend , dass wenn das alluemciDe Glkd 
einer zu summirenden Heihe, nämlich y){x) und folglich auch 

das Inie^ Jip(x)4x eine ganze Function von s ist, die 

Summe ganz genau gefunden wird, weil dann die Derivirten 

y'(ir), (p"(x) zuletzt = 0 werden und die Summationsreihe 

abbricht. In allen andern Fftlkii nbcr wird die Summations^ 
reihe selbst eine unendlidie und dann kann, indem man aar 
die ersten bedeutendsten Glieder nimmt, die Summe darnach 
nur nfiherungsweise gefunden werden, jedoch für die practischen 
Zwecke genügend, fttr welche sie hier aufgestellt worden. 

LUbMo, liflnitaifiniMtnrliiiimi. no 
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In der Begel ist und dann ist: 



Aufgabe. Man suche die Summe der s ersten Cubicsahlen, 
nftmlich: l«4-2'+8*+ +ir». 

Auflösung. Hier ist dass allgemeine Glied der zu 
summirenden Keihe und ^»1, femer: 



i4 



Soll die Summe für ^»0, KuU, oder für ^»1, = 1 sein, 
so ist die Constanfe c - j^. 

364. 

Aufgabe. Man «uebe die Summe der m ersten Stammbrtlche: 

f + i + i + i + + ~ 

Auflösung. Hier ist das allgemeiue Glied der Keihe: 
= -L^ mitbin ; J^x)da =• ior, « - d?"* etc. , folglich : 

Die Summe der zehn ersten Glieder der zu summirenden Reihe 

läsbt sich leicht hin auf acht Deciinalen geuau, uiiuntteibar iiudeii. 
£ä i»t nämlich: 

{ + d + J + + i + A * 2,9289 682539. 

Setzt man in (1) op» 10) für welchen Werth von x die auf 
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— ^— s folffendeu Glieder auf die siebente Decimale keinen Ein- 

fluBS mehr haben, so hat man^ziir Bestimmiiog der GooBtante e 
die Summe von sehn Gliedern, nämlich: 

2,92896825 «c + no + ^- ^ 



20 1200 120 10* 
hieraus folgt (Analjsis § 78): c=- 0,57 721 5CG, daher: 



57721566 + — + — ^ — — +< • • • 



Setzt man ip = 1000, so hat man bis auf acht Dedmalen genau: 
l + l + i + ^^^jfjs - 7,48547086- • 

S65. 

Aufgabe. Mun ^uche die Summe tltr reciprokeu (Quadrate 
der natürlichen Zaiilen: 

Auflösung. Man hat hier: 

Ferner findet man für a-lO duich unmittelbare Reehaung: 

i + i + i + ""+j~5=l ,54976773 • . • 

— L4.— 1 1 — 4. — 0,09516688 

10^2-10« 6»108^8010» "»"»«'loooo 

1,54976778 = c - 0,095 16688 
c = 1,64493406 

2(i-.)=l,64493406-±+5i-.-gi-. + j^,- + .... 

Die Summe von tausend Gliedern ist also bis auf acht Deel* 
malen genau = 1,64398406 und die Summe der ganzen Reihe 
(x^») ist bis auf aofat Deeimalen genau » 1,64498406* • • 

23* 
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Auf dieselbe Weise werden die Summen aller übrigen reci- 
proken Potenzen der natürlichen Zahlen gefunden. Legendre 
hat diese Summen bis zur dösten Potenz und bis auf 15 Deci- 
malen genau berechnet. (Siehe KlttgeFs roathematisohes Wörter- 
buch 4.Theil, woselbst das ausführliche Capitel Aber Summation 
^ der Reihen einen Raum von beinahe 300 Seiten einnimmt.) 

366. 

In der Wahrscheinlichkeits -Rechnung wird manchmal die 

Summe der Logarithmen mehrerer auf einander folgenden natür- 
lichen Zahlen erforderlich: 

J(te) = n+/2 + tö+ +te 

Hier ist nun tp{a) = kc^ mithin: 

1 1 1 
2(lx) - c + (x -\- i) Ij; - JC r -i . —4-. . ^ 

In Ermangelung von zehnzifferigen Logurilhinen-Tafeln, mittelst 
welcher man die Summe der zehn ersten Logarithmen bis auf 
acht Decimalen leicht finden könnte, kann man die Constante a 
auch auf folgende Weise bestimmen. 

Zufolge S ist, wenn man dort den Zfihler mit dem Factor 
2jB abbricht, für x^co: 

iL 2'2'4*4-6'6 (2ay-2)(2ag-2)>2a? 

2 1.3-8-5.5»?- • .(2d?-.8)(2a?- l)(2a?- 1) 

/£L- I 2[/2 4- /4 + + +/(2j;-2)J + /2a: 

2 |-2[n+tö + /ö+ +/(2«-l)] 

Für X- lallen in (1) alle auf — o; folgende Glieder weg 
und man hat aUo für j; = oo : 

/H-/2 +/3+ -{-h: = c-\-(s+i)lj:-x (s) 

Setzt man hierin 2x statt Xy so ist ebenso: 
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/l +^2 + 13+' •••+I2» = c + (2jr + 4}i2a;-2x (4) 

Addirt man linker Hand in (3) zu Jedem Gliede 12^ mithin 
rechter Hand so ist: 

12 + i4 + /6 +• • • = c + {JP+ i)lX'{-sl'2 

Subtrahirt mau beiderseita i2x ^Is + 12^ so ist : 

12 + 14 + 16+ +J(2^'-2) = c + (j?-4)te + (j:- 1)fö-ar 

2[<2+M+i6+- •+/(2jB-2)]+^2x«2c+2a;iir+(24;*-l)/2-'2d; •(«) 

Subtruhirl man (0) vou (4) uad beachtet, dass; 

(2d: + l)/2jF=»(2a5 + J)(la5 + l2), so ist: 

il +i3 + l5+ +l{2x-l)=xlx-^ix^i)U-a; 

2 [n + /3 + + • • • • + (2aj ~ 1 )] = 2a?te + ( 2a; + 1 ) - 2ar • ( t ) 

Substituirt man die in (6) und (7) gefundenen Ausdrüciie, 
welche beide für at >■ 00 gelten, in (2), so hat man zur Bestim- 
mung der Ck^nstante e: 

In -12 = 2c- 212 
2e»/2 + lflr»i2^ 
C = 4/2;r. 

Substituirt man diesen fUr e gefundenen Werth in (1), so ist: 
* JJ2«+ (* + 4)to - » + -ggi^i + 
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